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Este livro permitir-lne-a utilizar da maneira mais
eficaz as possibilidades gréficas do seu microcom-

GRAFISMOS

putador. Com ele, pode realizar curvas em coorde-
nadas cartesianas e polares translagdes, rotagoes,
simetrias, redes, tabuleiros, poligonos regulares e
semi-regulares, coénicas, ovais, espirais € muitos
outros grafismos. As indicagdes sao claras e foram
ilustrados muitos exemplos que nao requerem co-
nhecimentos matematicos muito profundos. Todos
estes programas foram efectuados no ZX Spec-
trum ou no ZX81, mas sao facilmente adaptaveis a
outros computadores gragas as equivaléncias for-
necidas pelo autor. No final do livro sao incluidas
algumas nogdes matematicas, na intengdo de faci-
litar a programagao dos grafismos.
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PREFACIO

Cada um dos capitulos desta obra expde diversas técnicas
que permitem utilizar as possibilidades gréficas dos microcom-
putadores. A uma exposi¢do tedrica, talvez demasiado pesada,
preferi um tratamento mais concreto, baseado na explosdo de
numerosos casos particulares, donde o titulo do livro.

A fim de tornar a leitura mais fécil, cada programa ¢
apresentado de maneira linear, sendo as primeiras linhas reser-
vadas & entrada das diversas varidveis. Salvo alguma excepgio,
cada linha contém uma tunica instrugdo, tendo sido ev1tadas
quaisquer «asticias» de programagcéo.

O leitor que queira aumentar a velocidade de execugio
destes programas poderd consegui-lo modificando a listagem a
sua maneira. Por exemplo, serd possivel:

1) Suprimir certas varidveis;
2) Evitar a repeticdo de certos cdlculos;
3) Executar primeiro um subprograma, etc.

Quase todos os programas foram desenvolvidos num ZX81,
e depois verificados e melhorados num ZX Spectrum: e o
modo* como sdo apresentados permite transpor qualquer das
listagens para outros tipos de computadores. Bastard substituir
o nome de uma instrugio por outro. Por exemplo, a instrugdo
PLOT x,y do Spectrum transforma-se em CURSET x,y,n num
ORIC (sendo n o nimero da cor) PSET (x,y) num TO 7-70.



As equivaléncias indicadas no ultimo anexo do livro devem
facilitar esta substituicdo.

Para utilizar esta obra, ndo é necessdrio ter conhecimentos
especiais de matemdticas, dado que a importincia dos cdlculos
foi voluntariamente reduzida.

Os célculos efectuados em certos capitulos supdem, para
serem seguidos pelo leitor:

— Um bom conhecimento das coordenadas cartesianas;

~ Compreensdo das propriedades elementares das fungdes
trigonométricas

A fnica dificuldade remde em minha opinido, no uso das
varidveis e indices.

Deve notar-se que as instrugdes que regem o uso da cor
nao foram usadas. Isto deve-se ao facto de ndo ser possivel
em qualquer microcomputador pessoal escolher individualmente
a cor de cada um dos pixels da imagem. Em geral, a cor é
aplicada a conjuntos de 64 pixels. Ora todo o interesse da cor
reside precisamente na mistura de tonalidades.

Neste livro falta: por outro lado um aspecto importante,
o das imagens a trés dimensées. Trata-se de um tema extrema-
mente interessante que me proponho abordar numa outra obra.

Acrescentarei, para terminar, que todas as lmagens publi-
cadas nesta obra foram deliberadamente obtidas por c6pia numa
das pequenas impressoras usadas para o Spectrum. Pensadas
essencialmente para a cdpia do texto, estas ndo se prestam
muito a execugdo de graficos (notar o espacamento excessivo
entre as linhas em algumas das imagens).

1
COORDENADAS CARTESIANAS

A ideia de utilizar dois nimeros para definir a posi¢io
de um ponto num plano surgiu na antiguidade, tendo sido
usado por Apolénio de Perge (262-180 a.C.) e Arqulmedes
(287-212 a.C.) nas suas investigagOes sobre as crénicas, recor-
rendo a coordenadas obliquas. Hiparco (180-125 a.C.) e Pto-
lomeu (85-165) definiam a posigdo dos astros também gragas
a dois nlimeros, a altura acima do horizonte e o afastamento
relativamente ao meridiano. No século XIV, Oresmo (1323-1382)
utilizou os nomes de latitudo e longitudo para referir as coor-
denadas rectangulares.

O contributo dos fundadores da geometria analitica, como
Descartes, Fermat e Roberval, consistiu essenc1almente em as-
sociar curvas e equagdes.

1.. Referéncias Carte_sianas

1.1 Em coordenadas cartesianas as posigdes dos pontos
sdo definidas por duas rectas graduadas geralmente perpendi-
culares, os eixos de referéncia.

As gaduacoes dos dois eixos podem ser diferentes.

A interseccdo dos dois eixos define a origem do sistema
de referéncia. Qualquer ponto M do plano é definido do pelas
suas duas coordenadas: a abcissa x=OH e a ordenada y=0K.

Escreve-se entdio M = (x,y).
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1.2 E frequente ter-se de mudar o sistema de referéncia,
mas limitar-nos-emos aqui ao caso em que 0s novos eixos de
referéncia sdo paralelos aos anteriores.

Sejam x; e y; as coordenadas de um ponto M relativamente
a origem 0;, e X, e y, as coordenadas deste mesmo ponto
relativamente a uma outra origem, 0,:

o

Figura 2

—>

—> —> —> —>
Teremos 02M = 0201+01M=01M_0102
Se designarmos por a e b as coordenadas de 0, relativamer}te
4 origem 0,, poderemos escrever, a partir da igualdade anterior

e apds projecgdo sobre cada um dos eixos:

X =X —a, Yy, =y —b
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2. Os elementos da imagem

2.1 Em modo grifico, o visor de um microcomputador
¢ constituido por pontos elementares designados por pixels
(picture elements, em inglés).

Cada um destes pixels pode ser «pintado» ou ndo gragas
as instrugbes PLOT ¢ PLOT OVER (ou UNPLOT). No caso
do Spectrum, dispomos de uma resolugdo grafica de 45056
pixels (256 x 176), sendo cada um deles definido pelas suas
coordenadas x e y: teremos x compreendida entre 0 e 255, e
y entre 0 e 175.

175

Figura 3 o
o : 255

A origem das coordenadas encontra-se no canto inferior
esquerdo (em certos computadores esta disposi¢do é invertida,
encontrando-se a origem no canto superior esquerdo).

2.2 Designaremos por espago-visor o conjunto de pontos

-cujas coordenadas correspondem as de um pixel.

Néo € evidentemente possivel obter o tracado de um ponto
cujas coordenadas sejam diferentes das de qualquer pixel: ao
tentar imprimir um tal ponto o programa pédra e envia ao
utilizador uma mensagem de erro. Se ndo dispomos da instrucio
ON ERROR GO TO, teremos de utilizar uma instrugio con-
dicional do tipo IF x = 0 AND x < 255 AND y = 0 AND
y =< 175 THEN PLOT x.y, ou do tipo IF x < 0 OR x >
255 OR y < 0 OR y > 175 THEN GO TO... para evitar
este tipo de problema.

11



3. Os métodos de desenho

Um desenho é sempre executado ponto por ponto, mas
os métodos usados para tal sdo diversos.

3.1 Podem utilizar-se dispositivos periféricos: caneta Opti-
ca, etc.

A caneta Optica permite executar o desenho directamente.

no visor; em certos casos pode desenhar-se sobre uma superficie
de trabalho quadriculada, horizontal, sendo o desenho reprodu-
zido automaticamente no visor.

3.2 Na auséncia destes periféricos ou no caso de desenhos
demasiado complexos para poderem ser executados usando estes
dispositivos, serd necessdrio calcular as coordenadas de cada
um dos pontos a tracar. Estes célculos podem ser realizados
previamente pelo utilizador, ou pela miquina comandada por
um programa adequado. De qualquer modo, tratar-se-d de
simplificar o desenho suprimindo certos pormenores, substituin-
do curvas por arcos de circulo ou segmentos de recta, etc.

4. Tracado aproximado e tracado real

~ Qualquer que seja 0 método usado para obter o tragado,
este sera sempre aproximado. De facto, as coordenadas sdo
sempre nimeros inteiros: a instrugdo PLOT x,y equivale portanto
a uma PLOT INT x, INT y (de51gnand0 INT a parte inteira
de um ntmero).
O tragado obtido serd portanto ligeiramente diferente do
tracado real, como se mostra no esbogo seguinte:

Figura 4
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O efeito em «escala» é obviamente tanto menos Obvio
quanto maior for a resolucdo da imagem.

Este efeito pode ser ligeiramente atenuado fazendo PLOT
INT(x+0.5), INT (y+0.5) em vez de PLOT x,y. Esta nova
instru¢do permite com efeito escolher, em todos os casos, o
pixel mais préximo do ponto real.

5. Centragem e mudanc¢a de escala

Quando devemos calcular as coordenadas de cada um dos
pontos a tracar, acontece por vezes que as coordenadas assim
calculadas correspondem a pontos fora do visor (ou espago-vi-
sor). Seremos obrigados a efectuar uma nova centragem, €
eventualmente, uma mudanga de escala.

5.1 Para recentrar uma curva, substituiremos o ponto (x,y)
pelo ponto (128 + x, 88 + y), sendo as coordenadas 128 e
88 as correspondentes ao centro do visor.

Como se vé, a recentragem utiliza uma transformagao geo-
métrica designada por translagdo, que permite obter um desenho
num local escolhido do visor (ver mais adiante, no capitulo 11).

5.2 Se as dimensdes da curva que se pretende representar
forem demasiado pequenas (ou excessivamente grandes, subs-
tituiremos o ponto (x,y) pelo ponto (k; x, k, y), como veremos
no capitulo 12. As constantes k; e k, serdo obviamente escolhidas
do modo mais indicado para cada caso.

5.3 Naturalmente, pode associar-se uma centragem a uma
mudanga de escala. :

13



2

CURVAS DEFINIDAS POR UMA EQUACAO
DA FORMA y=f(x)

1. Equacéo cartesiana de uma curva

1.1 Seja uma fungdo numérica definida num dado inter-
valo. Consideremos que, para qualquer valor x desse intervalo,

y={(x).
Se considerarmos um sistema de referéncia cartesiana, po-
demos representar (x,y) por um ponto:

Y4

Y2 HX) oo

Figura 5

X
(o) X i
Obtemos assim uma representacio grafica da fungio f,
representagdo que corresponde na maior parte dos casos a uma
curva plana C.
A equagdo y={(x) ¢ chamada equacao cartesiana da curva C.

14

Exemplos:
y = x* é a equagdo de uma paribola.

Para_x compreendido entre —R e +R, a equagio y =
= VR? — x* é a equagdo de um semicirculo de raio R cujo
centro coincide com a origem do sistema de referéncia.

Na equacdo y = f(x), a coordenada y é uma fungio explicita
da coordenada x. Mas pode acontecer que a equagio de uma
curva plana se apresente sob uma forma implicita: teremos
entdo uma relagdo mais ou menos complexa entre x e y, por
exemplo:

&+ y)P =4x -y

1.2 E portanto errado pensar que uma tnica equagio do
tipo y = f(x) basta para descrever inteiramente uma curva.

Consideremos, por exemplo, um circulo de raio R e centro
em 0, origem do sistema de coordenmadas. A equagdo deste
circulo é x* + y> = R? mas, se quisermos explicitd-la em"
fungdo de x, teremos de escrever as duas equagbes seguintes:

Convencionalmente, da-se a estas duas equacGes uma forma
tnica do seguinte tipo:

y = i RZ — XZ
1.3 Uma equagédo implicita ndo ¢é facil de manejar; tentar-
-se-4 portanto utilizar um outro tipo de representagio, uma

representacdo paramétrica (ver o capitulo 14) ou uma represen-
tagdo em coordenadas polares (ver o capitulo 16).

2. Tracado de uma curva

2.1 O tracado de uma curva ¢ efectuado ponto por ponto,

15



exceptuando os circulos e segmentos de recta para 0s quais
existem geralmente instrugoes especificas.
Para cada valor de x calcula-se y recorrendo a equacio
da curva, e em seguida marca-se 0 ponto correspondente no visor.
Isto obriga geralmente a perder algum tempo, em particular
no caso das fungdes trigonométricas.

72 Em certos casos, pode ganhar-se algum tempo utili-
zando as simetrias que possam existir e que evitam a repeti¢ao
de certos calculos.

Os esbogos seguintes exemplificam as simetrias habituais:

1) Simetria relativamente ao eixo dos XX:

b
Xy = X2€ Yo = —Yi Y1 ---------- ~:P1
i
o) : »X
;
Yo f--mmemooeos 4Py
Figura 6
2) Simetria relativamente ao eixo dos YY:
y
Xo = —X1€ Y2 = Y1 P, :-----—---—----—-—-—-4-:P1
; .
x2 (s] X1 x
Figura 7
16

3) Simetria relativamente a origem:

ya
Xo = —X1€ Yo = —Y,; | Y Py
XQ o E
E X4 X
AN
Figura 8 P2

X 2.;3 A fim de ot.),ter um tragado de aparéncia continua
astara escolher a varidavel X em funcdo de um dado passo S,
determinado empiricamente. P ,

Como € natural, guanto menor for este passo, maior serd
o tempo usado nos célculos.

Representemos, a titulo de
: , exemplo, a a ini
bara o mervale p funcdo F definida

- 100 =€ x < 100
por:

f(x)=30sen -2 X
100

Iremos utilizar o programa seguinte:

f =

il

[}
1t

17

i

Os desenhos foram obtidos recorrendo a

rentes: s=2, s=1 e s=0,5. 1res passos dife-

17



VRN N\
5=2 r Ky s %
S=1 \-._./ \../'
N et
Figura 9

5=0.5

2.4 E igualmente possivel substituir uma curva por uma
linha poligonal: calculam-se as coordenadas de um certo nimero
de pontos de curva, e ligam-se estes por segmentos de recta.

Este método, mais réapido do que o tragado ponto por
ponto, pressupde o conhecimento de que a curva a representar
é continua e definida para o intervalo escolhido.

3. Curvas classicas

A histéria das matematicas € rica em curvas variadas,
muitas vezes bastante estéticas. Indicaremos algumas delas e
daremos as suas defini¢des geométricas.

Para construir cada uma das curvas apresentadas, utilizamos
sempre que possivel as simetrias existentes.

3.1 A estrofoide recta

Estudada pela primeira vez por Roberval, esta curva tem
a equagio:

18

1/u—x
y:i-x —————
a+ x

coma >0e 'xlSa.

Figura 10

Co;\c/)lquemos os pontos P; e P, sobre a recta AM de modo
:{ ‘c{;ue P, = MP, = MO. Quando M descreve o eixo dos
, estes dois pontos descrevem uma estroféide recta, '

A=5e
Figura 11

O programa é o seguinte:

W
-‘ “

19



3.2 A cisséide recta

Devida, segundo parece, ao matematico grego Diocles (sé-
culo IV antes de Cristo), esta curva é definida para o intervalo

N

0 < x < 2a e corresponde a equagao:

y=ix\/ -
2a — X

Consideremos um circulo de raio a:
y

N
M

Figura 12

Facamos OP=MN; o ponto P descreve uma cissoide:

A=12.5

- ————

Figura 13

20

O programa € o seguinte:

‘3.3 A cubica de Agnesi

Consideremos um circulo de raio a:

VL

o

o

Figura 14

Associemos a qualquer ponto N do circulo um ponto P
da forma indicada na figura; define-se assim uma curva de

equagao:

B 8a’
Y 4a® + x2
Esta curva deve-se a Maria-Gaetana Agnesi (1718-1799):

21



Figura 15

Seja um circulo de raio a, de centro C situado no eixo Ox.
Consideremos uma recta situada a distdncia h de Ox.

Figura 16

22

OA =

2a

O ponto P descreve como a figura indica, uma curva de
equagéo:

2 ah x

y = %2 + h?

Esta curva foi estudada por De L’Hopital (1661-1704) e
por Newton:

/R

42
H=1S

Figura 17

z

O programa € o seguinte:

23



4. Exercicios
4.1 Represente estas diversas curvas definidas pelas res-

pectivas equagoes:
1) Parabola cubita:

y = ax’ + bx* + ¢x + d

2) Pardbola divergente:

y =% Vax'+ b+ cx +d

3) Bivalve:
a2 — x2

y:
2a+ Va —x°

com — a < X < a

4) Curva em sino:
—x2

y=e¢e
5) Curva do céo: 5
_ ax” — Logx

y= 4

(a fungdo Log ¢é dada pela instrucdo LN).

4.2 Escolha um ponto P, = (xy, y;). Definiremos um
ponto P, (x;, y,) do seguinte modo:

— Fazemos x, = x; + 0,1;
= vy, + 0,1 f(x4, y;), onde f é uma

— Consideramos y, =
fun¢do qualquer das varidveis x; € y;.

Repetindo este procedimento, obteremos os pontos P;, Py,
Ps, ..., P,, etc. (naturalmente, a fungio f serd sempre a mesma).

Construa um programa que permita:

1) Escolher a fungio f a utilizar para a determinagdo dos

pontos;
2) Construir a sequéncia dos pontos Py, P, P3, ..., Py

24

3
RECTAS E SEGMENTOS

dNeste capitulo estudaremos a maneira de tragar um segmen-

to de recta ponto a ponto ou recorrendo 2 instruci i
ucdo basic

DRAW. ¢

1. A instrucao DRAW

. 1.1, Sejam P=(x,y) um ponto do espago-visor e h e k
dois nimeros escolhidos de tal modo que se tenha 0 < x +
+h=<25e0<y+k < 175

Nestas condi¢oes, o ponto M de coordenadas x+h e y+k
pertence também ao espago-visor:

y+k

Figura 18

(o] X X+h e
- O tragac_io do segmento PM serd entdo obtido recorrendo
a linha seguinte: :

PLOT X,Y: DRAW h,k

25



Se nio se tem a certeza de que O segmento PM estd
inteiramente contido no visor, podem acrescentar-se as linhas

seguintes:
PLOT X,Y

IF X+H = 0 AND X+H. < 255 AND Y+K = 0 AND
Y+K < 175 THEN DRAW HK

1.2 Sejam agora A = (Xa + Ya) € B = (x, ys) dois
pontos do espago-visor. Tragar-se-4 o segmento. AB gragas a
linha seguinte:

PLOT XA, YA: DRAW XB-XA, YB-YA

1.3 Podem suceder-se varias instrugoes DRAW: cada novo
segmento terd entdao como origem a extremidade do precedente.

Nestas condigoes:
PLOT 0,0: DRAW 50,50: DRAW 100,0:
DRAW 105,125

permitird obter uma linha quebrada, como a da figura que se
segue: :

4

/
/

rd

/
/

Figura 19

26

2. Quadrados e rectangulos

. Necessitamos muit'as vezes de tragar um quadrado ou rec-
'tanguloa cujos lad_os sejam paralelos aos rebordos do visor. A
instrugdo BOX néo existe no Spectrum, pelo que apresentamos

em seguida dois pequenos programas i
ue
resultado desejado. ® que permitem obter o

2.1 Seja ABCD um rectangulo de dimensédes I; e I,. A

posi¢do do rectingulo sera determinada pela do canto inferior
esquerdo: A

B c
Ya pmoem=see- A : D
Figura 20 H
o | >
X X

O programa a usar serd o seguinte:

= 3 - =

2.2 Tracemos agora um oot jme

. rectingulo de dimensdes I; e I
cujo centro C tenha as coordenadas x, e y.: L
Yﬂ\

L

yc -----------------

Figura III-3

(%

27



O programa € o seguinte:

2.3 No caso do quadrado, os programas a utilizar serao
os mesmos, fazendo no entanto I; = L.

3. Triangulo equilateral

Seja ABC um tridngulo equilateral com AB paralelo ao

rebordo inferior do visor.
B

Figura 21 c
A H

Recordemos dois resultados muito tGteis:

Se AB = ¢, entdo

V3
CH = ¢ 5
e
CH
GH = 3

Por exemplo, o programa que s€ seg
tridngulo equilateral a partir do conhecime

X, € yg do centro G:

28

ue permite tracar um
nto das coordenadas

4. Linhas poligonais

Sejam Py, P,, ..., P, pontos do espago-visor. A instrugdo
DRAW permite obter muito rapidamente o tracado da linha
poligonal P, P, ... P,. '

Existem diversos métodos para indicar as coordenadas de
cada um dos pontos Py, P,, ..., P,.

4.1 Exemplo 1

Tragaremos a linha poligonal fechada P; P, ... P,P, indicando
as coordenadas de cada um destes pontos directamente no
teclado, gragas a instrugio INPUT.

O programa permite tragar varias linhas poligonais fechadas,
sucessivamente.

O desenho que se segue foi construido com trés poligonos:

29



- Figura22

4.2 Exemplo 2

Para indicar os dados, pode igualmente utilizar-se uma
cadeia de caracteres que serd em seguida interpretada pelo
programa. E o que se passa no programa seguinte, que permite

desenhar um mapa da Franga.
Este programa foi construido em trés fases:

— Decalcou-se um desenho do mapa simplificando o tragado

de modo a utilizar apenas segmentos de recta;
_ Passou-se o desenho para uma folha de papel milimétrico

de 25%20 cm; determinaram-s¢ em seguida, sob a forma de
tos a utilizar,

nameros de trés algarismos, as coordenadas dos pon
neste caso cerca de cem;

— Transferiram-se as coordenadas x € ¥ de cada ponto
para a cadeia alfabética F$, colocando-os em sequéncia. Esta
cadeia é construida em vérias etapas, 0 que permite testar o

30

1

Vejamos
o resultado:

Figura 23

44 1

Ti44- 0

=

4- LN

LA
Tabe Bat s futs n:l ..._I

5 155 150

A1 444 443 4 !'Tl

[N

X

i

31



Figura 24

Convira notar o uso de um factor de escala k, que permite
obter dimensodes diferentes para 0 mesmo mapa.

5. Equacédo cartesiana de uma recta

Seja A uma recta. Se A ¢ paralela ao eixo Oy, a sua
equagdo tem a forma

X = constante.
Se assim nio for, a equagdo da recta A terd a forma:
y = ax + b.

Se ndo for vertical, o programa que permite tragar a
parte inscrita no visor serd o seguinte:

Tomemos por exemplo a = 0,8 e b = 20:

32

ny
[R1]
ne

a Figura 25

2

Recordemos que o nimero a é a tangente do angulo «,
que mede a inclinagéo darecta A relativamente ao eixo Ox.

Figura 26

° “x

Pode portanto obter-se o tragado de uma recta ndo vertical
escolhendo directamente o angulo «

Por razées de comodidade, « serd expresso em graus, e
convertido em seguida em radianos para uso do programa.
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6. Representacdo paramétrica de um segmento

6.1 Seja AB o segmento a desenhar:

v

Y |-e--- A

T °
: ! : Figura 27

o x X g %

Para qualquer ponto P do segménto AB, existe um namero
. —>
k compreendido entre 0 e 1 tal que AP = k AB.

—> — —> —>

Como OF = OA + AP, obtém-se OF = OA + k AB,
donde, passando as coordenadas:

Xp = Xa + Kk (Xg — Xa)

yp = ya + kK (y8 — Ya)

No programa que se segue, a linha 30 contém um passo
S do qual depende a qualidade do tragado: em principio,
S = 0,005 convém perfeitamente a um tragado continuo.

34

6.2 Considerando um valor suficientemente grande para
o passo S, pode obter-se um tragado a ponteado.

Utilizemos esta observagdo para obter curvas concéntricas,
por exemplo elipses:

[
[N]

_ Este programa utiliza o do capitulo 9 para o tracado da
elipse.

[
S et

@

\\_ P _,I’

a0 WHRHINP Ly

. Figura 28
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7. Exercicios

Construa os programas que permitem obter estes desenhos:

4

PARALELAS E PERPENDICULARES

Figura 29

1. Divisdo de um segmento

1.1 Sejam A = (x5, ya) € B = (x, yg) dois pontos do
espago-visor. Dividamos o segmento AB em n partes iguais.
YA
Ys B
Y4
Figura 30 Y3
Y2
Y
A Figura 32
(o] Xy Xy X3 X4 X5 §

Para i compreendido entre 1 e n+1, definiremos as coor-
denadas x; e y; do ponto de subdivisdo de ordem i, fazendo:

/:-;:5"///: 3 X = Xp + ————————— (X3 — Xa)

}
1;\ n
,/f////f ] |

\ e
Figura 31 ///’,//// / / iw \ yi =y + '—(i—‘;'l"}‘)'—"—(YB_YA)
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O programa correspondente € o seguinte:

Figura 33

1.2 Para n=2, obtém-se as coordenadas do ponto médio
de AB:

XA+XB
x= 2
(¥
ya +¥s
y= 2

38

2. Distancia entre dois pontos

Seja d a distancia entre os pontos P; = (x;, y;) e P, = (x5, y,).

e
y2 B
¥1 H
R
Figura 34
o x1 x2 7\x
Como P,P,> = P;H? + HP,%, obtém-se:

d = \/(Xz - X))+ (2 = )
3. Projeccdo ortogonal de um ponto sobre uma recta
3.1 Seja M um ponto do plano e D uma recta deste

plano: a perpendicular a D passando por M encontra D em
H. O ponto H ¢ a projeccéo ortogonal de M sobre a recta D.

YA

Ym .M
0
Yu H
/
Figura 35
o Xy Xy X
39



3.2 Se a recta D é vertical, a sua equacdo € da forma
x = constante = C.

YA o
H
Yo M
Figura 36
(o] Xm Xy X

Teremos entao:

Yu = ¥Mm

3.3 Se D nao ¢ vertical, a sua equacdo é da forma y =
= ax + b. Teremos entao:

ayy + xm — ab
1+a?

Xyg=

ayy+axy+b

yn= 1+ a®

2

O programa correspondente é o seguinte:

T
[0

40

g:85°
XM ;Sg Figura 37
YM=159

4. Distancia de um ponto a uma recta

4.1 Seja D uma recta vertical: a equacdo da recta tem
a forma x = x,, sendo x, uma constante qualquer.

Seja M = (xy, ym) um ponto do plano e H = (XH, Vi)
a sua projeccdo ortogonal sobre a recta D.

Por definigdo, a distincia d entre o ponto M e a recta D
¢ igual a distancia entre os pontos M e H.

E facil ver que d = |xy — xy| .

4.2 Suponhamos agora que a recta D é horlzontal ou
obliqua.

A sua equagdo ¢ da forma y = ax + b.
A distancia d entre o ponto M e a recta D é dada por

41



d= Vixy — xu) + (ym — Y’ 5. Paralelas e perpendiculares

5.1 Sejay = ax + b a equagdo de uma recta D obliqua

De acordo com o que se disse no pardgrafo 3.2, tiramos . ;
ou horizontal. Recordemos dois resultados:

da expressdo anterior o seguinte:

B IyM"(3XM+b)| - uma paralela a D tem a equagdo y = ax + b’

V1 + a?

d — para a diferente de zero, uma perpendicular a D tem

a equagio:

y=-"2 + b

5.2 Tracemos pelo ponto M = (xy, yy) uma paralela a
recta D: esta paralela a D terd a equagéo:

y = a(x = xw) + ym

YA

Figura 39

® o
‘/’/ﬁ O programa correspondente é o seguinte:

IIOD
[N IR
xV

<X

D=87.162192

Figura 38
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Figura 40

5.3 Tracemos em seguida, por um'ponto M = (Xm, YM)
uma perpendicular a recta D. Para a diferente de zero, esta

perpendicular terd por equagao:

XM~ X
y a
YA
v M
" 0
Figura 41 -
(o} Xy X

44

O programa € o seguinte:

Figura 42

6. Linhas a ponteado ou tracejado

6.1 Seja A uma recta do plano cuja equagio € y =
= ax + b ( A ¢é portanto uma horizontal ou uma obliqua).

Para desenhar A em ponteado ou tracejado, definiremos
uma cadeia de caracteres composta unicamente por zeros e
uns; esta cadeia constitui um «padrdo». «Lendo» esta cadeia,
marcaremos um ponto quando encontramos o caracter «1»; se
encontramos um «0» ndo marcamos nada.

45



O programa € o seguinte:

6.2 A titulo de exemplo, eis as rectas obtidas para dife-

rentes «padroes»:

7. Exercicios

71 Trace as trés medianas e as trés alturas de um tridngulo.

7.2 Sejam Py = (x5, y1) € P, = (X, y,) dois pontos do.

46

espago-visor. Verifique que a mediatriz do segmento P,P, tem
a equagdo:

Xi—X
y= x +y;
com
X1+X2
Xiz
2
yi = ity
' 2
e
o = Y2— %1
X2 — Xy

Trace a mediatriz de P,P,.

7.3 Seja ABC um tridngulo. Verifique que a bissectriz
do angulo A passa pelo ponto cujas coordenadas sio:

bxg + cx,
b+c¢

bYB+CYC
b+c
comb = AC e ¢c = AB.

Trace esta bissectriz.
7.4 Seja P um ponto do espago-visor ¢ H a sua projec¢io
ortogonal sobre uma recta A . Desenhe esta recta, e em seguida

o segmento MH, a ponteado.

7.5 sAdapte o programa do paragrafo 6 para tracar verticais
a ponteado.
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5
POLIGONOS REGULARES E SEMI-REGULARES

E possivel tragar um segmento de recta tendo em conta
a sua inclinacdo. Neste capitulo, desenvolveremos algumas apli-
cagbes deste método.

1. Principio do tracado

Pretende tragar-se um segmento AB, de comprimento 1,
a partir da origem A = (x,y) e fazendo um angulo a com a
direcgao horizontal tomada como referéncia.

O angulo o serd medido, em graus, positiva ou negativa-
mente conforme o seu sentido.

Calculemos as coordenadas de B em funcdo de x, de Y,
de L e de o

b/
B
\Y
B i
':
Figura43 :'
o X X

48

Qualquer que seja o valor d 5
et t i
_ Lecos o ¢ BH = L sen a este dngulo « , teremos AH =

As coordenadas de B serdo portanto:
X + L cos a
y + L sen «

1) Com a instrugio DRAW:

a ponto:

2. Uma ardosia magica

T « oa P )
radicionalmente, chama-se ardésia magica a um programa

49



Depois de escolhida a origem, 0 comprimento € a 11_1clmatg;ao
de um primeiro segmento, tragaremos o segundo, o terceiro, elh.
Depois de tragar cada um dos segmentos, podemos escolher

entre quatro opgoes:

~ Opgdo 1: a origem do novo segmento € a extremidade

do anterior; . . ;
- Opgz{o 2. escolhe-se uma outra origem, diferente da ex

tremidade do segmento anter-ior; .
— Opgdo 3: apagar 0 Ultimo segmento tragado;
— Opgéo 4: limpar o visor.

Conforme a opgdo escolhida, carrega-se na tecla com 0
namero correspondente.

Um exemplo de execucao:

50

S

Figura 44

3. Tracado de uma linha continua

3.1 Seja AB o iltimo segmento tragado, e seja BC o
seguinte.

Vamos tentar definir as caracteristicas de BC a partir das
de AB; estas ultimas serdo portanto modificadas. gragas a pa-
rdmetros cujo valor terd sido escolhido previamente.

Figura 45

O éangulo o ¢ modificado de um valor B positivo ou
negativo conforme se quiser rodar para a esquerda ou para a
direita. A inclinagdo de BC serd portanto « + B ( o e B
sdo dados em graus).

O comprimento L serd modificado de um valor e positivo
ou negativo: teremos portanto BC = L + e.

O nidmero de segmentos a desenhar serd igual a n.
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3.2 O programa

Neste programa os angulos . ¢ B serio des1g1?30f1 eresepsig;
i B. Por razdes de comodidadae,
tivamente pelas letras A e : : » oste
angulos serdo dados em graus, © depois convertidos em rgdlan

- T LR N
=t SRR

fud
1w
i
1y
1

1]
Dl

Vejamos alguns exemplos de desenhos obtidos usando este

programa:

Figura 46

52

Figura 47

Figura 48

4. Tracado de um poligono

Interessam-nos particularmente aqui os poligonos regulares.
Existem outros métodos, alguns dos quais serdo evocados mais
adiante, mas a vantagem do aqui é exposto consiste em permitir
a escolha da inclinagdo do poligono relativamente ao rebordo
do visor.

4.1 Poligonos regulares convexos
Seja n o nimero de lados do poligono; deveremos ter em
n = 3. Todos os lados terdo o mesmo comprimento L.

Para adaptar o programa do parégrafo anterior, basta cal-
cular o 4ngulo B (o célculo serd feito em radianos).
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Figura 49

A titulo de exemplo, apresentamos em $¢€
gono e um heptagono regulares.

guida um penta-

54

N=5
prd //\\\
\
)
\, Ve
:(["
\ yd
N=7

4.2" Poligonos regulares em estrela

Figura 50

Figura 51

Consideremos n pontos equidistantes sobre um circulo:

estes n pontos determinardo n arcos de circulo de medida igual
a 2n/n radianos cada.

Liguemos estes pontos de tal modo que A; seja ligado ao

ponto Aj,,, este ao ponto Aj,,,, efc.
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Figura 53
N=S
K=1
A2 y
Figura 52 — Neste desenho n=8, p=3 e k=2 X
\\
) i o \ // [N ,,,/
Depois de tracado o segmento AjAq,p, S€ra necessario / \\ ,x‘\\
modificar a sua inclinacio de um angulo B para obter a inclinagdo b N\
de A1+pA]+2p. . N T — ) N=8 A H
Calculemos este angulo. O angulo AjA;, A1, intercepta K=2 Figura 54
um arco cuja medida é k vezes 2 © /n (a relagdo entre k e p

ndo nos interessa aqui).

e 2k w kw
Obtemos portanto AyipAipAr = la =
n n
Nestas condigoes,
B - KT (1)
n n
Figura 55 k‘:?g

com k inteiro, compreendido entre 1 € n—1.

Conforme o valor escolhido para k, teremos resultados
diferentes.
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43 Poligonos pseudo-regulares

Num poligono deste tipo, todos os lados tém o mesmo
comprimento mas 0s angulos ndo sdo todos iguais.

Existem bastantes formas diferentes de obter este tipo de
poligono.

Limitar-nos-emos ao caso seguinte: roda-se de um éangulo
—B,com B =2T% /n, depois de: ter desenhado um lado impar,
e de um angulo 28 quando se acaba de desenhar um lado
par. O programa € O seguinte:

1
el
4ot
22
[
.

mw

1.

]
-t
n
m

58

Vejamos alguns dos poligonos que poderemos obter:

]

/\

\s
S
/

N

Figura 56

N=1S

Figura 57
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5. Arcos de circulo

5.1 Seja AB um arco de circulo de raio R, de medida

o (em radianos).
Substituamos este .arco p
primeénto L:

or n cordas.com O mesmo com-

Figura 58
A

Teremos entio nL = R a de; onde:

R

s sar—

L

n=<uao

Sejam agora duas cordas consecutivas: calculemos a mudan-

ca de direcgdo B que permite passar de uma a outra:

A3

Figura 59 ¥

60

O éangulo A|CA, € igual a o« /n. Teremos:

de onde

n

€ portanto

5.2 Utilizemos estes resultados para tracar um arco de
circulo ponto por ponto. Deveremos escolher previamente:

— A origem (x,y) do arco; _

— O seuraio R e a sua medida m que serd expressa em graus;

— A direcco inicial (que corresponde a escolha da tangente
em A ao arco de circulo).

Seré igualmente necessdrio definir se se deseja um tracado
para a direita da tangente ou para a esquerda. ’

z

O programa é o seguinte:
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AescolhadeL

62

[

= 1 permite obter um tragado continuo.

6
PROGRAMACAO DE UM TRAGADO

Neste capitulo preocupar-nos-emos com as linhas compostas
por segmentos de recta e, eventualmente, por arcos de circulo.

Antes de passar a execugdo do desenho, ser-nos-4 necessario
definir uma descri¢do da linha a tragar. As caracteristicas re-
veladas por esta descrigdo serdo memorizadas no computador
de diferentes formas, gragas a declaragbes DATA ou a cadeias
de caracteres.

1. Principios

Comecemos por explicar o método usado no caso de uma
linha poligonal continua, fechada ou nao.

Vamos supor que esta linha pode ser desenhada de uma
s6 vez, sem necessidade de levantar o «ldpis» do papel e sem
ter de redesenhar qualquer das suas partes (excepto certos
pontos discretos).

" Seja L uma linha nestas condigdes:

Figura 60
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Escolheremos um ponto de partida D e um sentido de

percurso dessa linha.
A linha L serd entdo caracterizada essencialmente por trés

tipos de pardmetros:
— O comprimento dos diferentes segmentos que a compdem;
-~ As mudangcas de direc¢do -que intervém nas extremidades

desses segmentos;
_ Finalmente, a direccdo escolhida para tragar O primeiro

segmento e as coordenadas do ponto de partida escolhido.

Bt

L2
B2

N
v
o
L3 B
D
B3

Figura 61

a desenhada na figura VI-2 caracteriza-se

Por exemplo, a linh
as mudancas de direccdo By, By e B3,

pela direcgdo inicial a ,
e pelos comprimentos L, L,, L; e L,
Recordemos que as mudangas de direccdo sao contadas

positiva ou negativamente conforme sdo executadas para a €s-

querda ou para a direita.

- 2. Exemplo 1

A descri¢ao do desenho
auxilio de uma declaragao DATA.

64

a tracar serd estabelecida com O

2.1 Consideremos a figura seguinte:

Figura 62

>

Escolhamo§ D como ponto de partida e, como sentido de
percurso, o sentido contrario ao dos ponteiros de um rel6gio
5 \/gs ?t’i]fe\:/rfentes segmentos percorridos tém os comprim.entos
uv2, 3uvyz, 2u, §u, 2u, 8u, 2u, (u designa a unidade  de
comprimento escothida).

As mudancas de direcgdo té i
o, T e o egz_lgoo.em respectivamente os valores

2

2.2 O programa é o seguinte:

[

.
-]

e
=5
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2.3 O desenho que s¢ seguc foi obtido utilizando este
programa, mas acrescentando-lhe dois ciclos suplementares que
incrementam a posi¢do do ponto de partida.

, &
Figura 63 \,\/‘ Svl S )‘

3. Exemplo 2

Neste exemplo, utilizaremos uma cadeia de caracteres para

estabelecer a definigdo da linha a tracar.
Esta cadeia serd em seguida interpretada e lida caracter

a caracter.

3.1 Pretende-se desenhar a linha seguinte:

Figura 64 l i

66

. cOll?lesxgnaremos por u a unidade de comprimento escolhida
E ;Otanzr:o:muxsr; pq(rinto del partida e um sentido de percurso.

guida, pela ordem em que se ’

seguic . apresentam, a
g))udaggatxs de direc¢do e os comprimentos dos difergntes segmenﬁ

s.o emos Su, -90°, 3u, -90°, u, -90°, 2u, 90°, u, 90°
90 u, -9, u, 0%, Ju, 90°, u R
stes dados podem ser co,d' i
' ificad

cadeia alfanumérica: 0% 500 @ forma de uma

A$=“VDWDQDZGQGQDQDQGZDQ”

3.2 O programa é o seguinte:

=
=
3
=

0

o d . . .
S e 20, esenho seguinte foi obtido para valores de u entre
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u=28 E U=5

!lfi__-;-’

Figura 65

4. Exemplo 3

Vamos agora utilizar duas cadeias de caracteres para esta-
belecer a descrigio do desenho a executar.

41 Consideremos o desenho seguinte:

Figura 66

o

Escolheremos o ponto D como ponto de partida e o sentido
trigonométrico como sentido de percurso. Se u designar a uni-
dade de comprimento, cada um dos segmentos a desenhar terd
como comprimento u ou u y2.

Fazendo H=u e K=u V2, poderemos construir a seguinte

68

Cadeia de Cal'aCtel'es descreve] l(l() O C( )][.lul‘( ) (l()
» .

L$=“KKHKKKHKKKHKKKHK”

Ocorrem apenas duas mudangas de direc¢do: uma para a

direita, de um angulo i _
de + % /2. gulo igual a — /4, e outra para a esquerda,

4.2 O programa é o seguinte:

S DR D
T 3
-~ o H &

O desenho que se se i i
o : gue foi obtido usando
ligeiramente diferente. Eis o programa: i progams
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E agora o desenho:

Figura 67

5. Exemplo 4

i ite inclui de circulo no
¢ scrito permite incluir arcos de€ 0 1€
O o 4 ; ivo da figura

tragado. A titulo de exemplo, desenhamos o mot

seguinte:

70

Figura 68

A

Escolhamos A como ponto de partida.
A descrigdo deste desenho serd constituida pela cadeia

A$=“LGCGLGLGCGL”

onde L designa os comprimentos AB, CD, DE e FA; G designa
uma mudanga de direcgdo para a esquerda de 2w /3; C designa
finalmente um semicirculo de raio R,

O tragado de cada semicirculo utiliza o programa do capitulo
precedente, pardgrafo 5.2.

Eis o programa obtido:

W

A Y T e gl
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Modificando algumas linhas, obtemos o desenho seguinte:

i
)

\

A\
)

-~

7
\/ \\1// Figura 69

6. Observacédo

Indiquemos brevemente e sem qualquer demonstrag;aillo‘d 0
modo de reconhecer se uma linha continua pode ser desenhada

de uma s6 vez com um lépis.

72

Uma linha compreende nés de ordem par ou impar:

Figura 70

A, C, F, G, H e I s3o nés de ordem impar porque destes
pontos partem um nimero impar de arcos.

Pelo contrdrio, B, D e E sio nés de ordem par.

S6 se poderd desenhar de uma s6 vez uma linha L se
esta incluir dois nés de ordem impar a mais. Esta conclusdo
¢ devida a Euler. E isto que explica que, em certos casos,
seja necessdrio recorrer a vérias cadeias de caracteres para
obter uma descri¢do completa.

Serd esse o caso, por exemplo, de um quadrado e respectivas
diagonais:

Figura 71

Um tal desenho possui quatro nés de ordem impar (os
quatro vértices). '

De facto, poderemos utilizar apenas uma cadeia alfabética
desde que acrescemos um arco ficticio que sera desenhado
com uma cor igual a de fundo e se manterd portanto invisivel
no visor.
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7

CIRCULOS E ARCOS

As instrucoes CIRCLE ¢ DRAW servem respectivamente
para tragar circulos completos e arcos de circulo.

Constituem aquilo a que se chama, em Basic, macro-ins-
trugoes, substituindo por si s6s programas inteiros.

Escritos em linguagem-méquina, estes subprogramas permi-
tem evidentemente uma execugio muito réapida.

Existe no entanto um inconveniente: s¢ s¢ usam estas
instrugbes para tracar pontos situados fora do espago-visor, O
programa ¢ interrompido por um sinal de erro. Por esta simples
razdo ja é til saber tracar um circulo ou um arco de circulo
ponto por ponto.

Existe de facto uma outra razdo que respeita a0 emprego
de certas transformagdes geométricas (ver os capitulos 12e21).

1. A instrugdo CIRCLE

Seja um circulo de centro C = (X., Yo) e raio R.
Este circulo serd tracado gragas a instrugdo

CIRCLE X, Y., R
1.1 Exemplo 1

Pretende tragar-se o circulo de centro C=(X,, Y,) passando
pelo ponto M=(Xy;, ym)-

74

SN R

Figura 72

0 e

Obtemos facilmente R:

R= VX - Xw' + (Y. - v

O programa correspondente é o seguinte:

1.2 Exemplo 2

> € raio R Conhec'do passando
pelOS pontOS 1gualmente Conhecidos Pl'—(Xl Yl) c P12 -—’(X Y )
b 2 2/

Seja M o meio do se
m :
deste segmento. gmento P,P,, ¢ L o comprimento

EXCCptO para R < 12 .
: = , existem d = o e
relativamente ao segmento P;P,: uas solugbes simétricas

Figura73
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Se X, e Y, designam as coordenadas do centro pretendido, O centro C deste circulo tera entdo as seguintes coorde-

pode escrever-se, para Y, # Yy, padas:
X, +X
.= ! 2 _+dcos « X, = B -8
2 Y-«
e
Y, +Y,
Y, = ————*dsen «
Y.= o X, + B
com
o = X2 — Xl
Y] - Y2
b= -+ Xp) + — T2
2 2
y o X=X
Yl - Y3
X Y, + Y
6 = —— (X; + —_—1 3
> X + X3) + 5
O raio R deste circulo é igual a:
1.3  Exemplo 3 -
p' \/(Xt - Xl)' + (Y(, - Yl):'
Sej P.=(X{, Yy, P,=(X,,Y,) e P3=(X5, Y trés pontos 3 i
ejam Pi=(X;, Y1), P;=(X3,Y;) € Py=(Xs, Y3) p - Este programa s6 estd correcto para Y, # Y, e Y; # Y.

do espago-visor. Se estes pontos nao se encontram alinhados, Para Y, = Y. ou Ya = Y ¢ X
existe um tnico circulo que passa pelos trés pontos. equagc‘)és o 3 = Yy, S€ra necessario recorrer a outras

"

Yz {m-mmmmm o

P2

Yap---emmmmeee

N

¥

E-

!
[

Figura 74

S

|~ 3 R —
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X

[ R

2. A instrucdo DRAW

Seja P = (x,y) um ponto do espago-visor ¢ o um angulo
medido em radianos (supomos « # 2k ® ).
Se a e b forem dois nimeros convenientemente escolhidos,

a sequéncia de instrugdes seguinte permite obter um arco de
circulo de origem P e medida o

PLOT X,Y: DRAW ab, «

.

O sentido do tracado depende do édngulo «

Figura75 - A esquerda, o positivo; a direita, o negativo.

A instrugio DRAW apresenta as mesmas vantagens © in-
convenientes da instrugdo CIRCLE. Tal como para esta iltima,
daremos em seguida varios exemplos de utilizagéo.

2.1 Exemplo 1

Sejam P, = (X;, Yy) e P, = (X;, Y,) dois pontos do
espago-visor, ¢ o # 2k ™ um angulo.

78

Traga-se um arco de circulo de medida o« do ponto P,

ao ponto P, recorrendo ao programa seguinte:

A=

2.2 Exemplo. 2

Sejam P; = (X;, Y;) um ponto do espago-visor.
Escolhamos um centro C=(X,, Y.) € um angulo « . Como

tragar um arco de centro C, medida « e origem P,?

A extremidade P, deste arco é deduzida de P; gragas a

uma rotagdo de centro C e angulo «

(<

Teremos:
X, = (X3 —X)cos a = (Y; — Y) sen a + X,

Y, =Xy — X)sen oo + (Y; — Y) cos o + Y,

(ver o capitulo 11, pardgrafo 3)

Hrad
;i

LN
150 5 155

e

Wl

i
=

¥
L

AT IR Y

FA

LU i 1

et -

7
7
k_l‘.
I
i
(=3

e
[T

T

2.3 Sese utiliza a instrugdio DRAW, poderemos perguntar

q}lal a relagio existente entre o raio R do arco tragado, a me-
dida o desse arco e as coordenadas das extremidades P, e P,

desse arco.
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QAN

1

Figura 76 '
R
<

Se L designar o comprimento do segmento P,P,, obtém-se
facilmente:

donde

2sen

com

L= V(X — X)) + (Ya = Y)Y

Poderemos utilizar esta equagdo para tragar um arco de
raio R e extremidades P; e P,; o problema s6 € possivel no
caso de R = 1/2.

80

Neste programa, escolheremos o sentido do tragado escre-
vendo + ou — conforme o sentido desejado.

3. Ligacdes entre arcos

. é}e}ané dlo)1§ arcos de circulo de centros respectivamente
m & € L,. Diz-se que estes arcos se ligam em P se os pontos
Ci, C, e P estiverem alinhados.

Figura 77

Numerosos motivos utilizam ligagoes entre arcos:

2

Figura 78
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4. Equacdo de um circulo

4.1 Seja um circulo de centro C = (X, Y.) e raio R.

YA
M
y K
Ve
yC c K
Figura 79 —
(o] Xc % >x

Para qualquer ponto M = (X, Y) pertencente ao circulo,
teremos:

HC? + HM? = MC.
Resulta daqui:
(X = X + (Y - Y = R?

Esta igualdade constitui a equagio cartesiana do circulo.
Deduzimos dela:

+ VR~ (X - X
X, + R.

4.2 A representagdo de um circulo recorrendo a um pa-
rametro € em geral mais facil de manejar.
Seja o angulo (C?l. CM); teremos

CH = R cos @

CK = R sen ¢

82

—> —> —>
Como OM = OC + CM, obteremos por projec¢do sobre

0s €ixos:
X =X.,+ Rcos ¢
Y =Y, + R sen ¢

O programa correspondente € o seguinte:

O tragado € menos rdpido do que recorrendo a instrugio
CIRCLE, mas a linha 70 assegura um tragado sem problemas.

5. Exercicio

Construa um programa para cada um dos desenhos seguin-
tes:

Figura 80

Figura 81
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£ e Figura 82
Figura 83
Figura 84

84

8
LUGARES GEOMETRICOS

Seja C uma curva plana definida por uma propriedade de
natureza geomeétrica. Depois do século XVII, estas curvas pas-
saram a ser designadas pela expressdo lugar geométrico.

Em certos casos, ndo € necessdrio conhecer a equagao
desta curva para a poder construir. Basta utilizar a propriedade
geométrica que a define, o que ndo exclui, obviamente, certos
calculos.

1. A lemniscata
Esta curva, a lemniscata de Gerono, deve-se a Gabriel

Cramer (1704-1752), um aluno de Jean Bernouilli.
Consideremos um circulo de raio R, passando pela origem

'O de um sistema de coordenadas cartesiano:

YA
o s
X OA = 2a
" C. ) o
Py \ B OB =2b
B
Figura 85
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Associaremos, a qualquer ponto P do circulo, os pontos
P; e P, definidos por HP; = HP, = OP.
Se fizermos OA = 2a e OB = 2b, o circulo a terd por raio:

R = Va’ + b’
O seu centro terd as coordenadas x, = a € y. = b.
O ponto P tem as coordenadas

X, = X, + R cost t
e
Yp = Y. + Rsen t,
comf =t < 2x%.

Considerando d = OP, poderemos entio descrever:
d= VxS + y, .

Resulta disto que os pontos P; e P, tém respectivamente
as coordenadas d ¢ y,, —d e y,.

z

O programa correspondente é o seguinte:

=T R
i

Figura 86

86

2. A trifélio

Esta curva foi estudada pela primeira vez no final do
século XIX.

Consideremos um circulo de centro C e raio R, passando
pela origem O de um sistema de coordenadas cartesianas:

YA

<V

Figura 87

C
o

A qualquer ponto P do circulo associaremos os pontos Py
e P, definidos por PP; = PP, = OP.

Facamos OA = 2a ¢ OB = 2b: o centro do circulo terd
as coordenadas x.=a e y.=b.

O raio do circulo é:

R = Va’+ b
Se as coordenadas de P sdo x, e y,, podemos escrever:
X, = X, + R cos t
Yp =Y. + Rsent
prafd < t < 2w.

Fagamos d=OP: teremos entdo:
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d= Vx?+y)?

Os pontos P; e P, terdo respectivamente por coordenadas xp+d,
yp e XP——d, yp.
O programa ¢é

|..:- |..:.
DU 000 - g

VI S NS G

[

Com a=30 e b=-12 obtemos:

T e T

TN

e i 1
V4 ~N

L/ il 7

Figura 88

3. Rosa de quatro pétalas

Esta curva deve-se a Guido Grandi (1671-1742).

O ponto A desloca-se sobre o eixo dos x’x, € o ponto B
sobre o eixo dos y’y de modo a que o segmento AB mantenha
um comprimento constante L.

P € a projecgdo ortogonal de O sobre AB.

88

b4
B
K P
8
[¢] H A X
Figura 89

Designemos por x a abcissa de A e por Xp € ¥, as coordenadas
de P.

Como a drea do tridngulo rectangulo OAB é —O—P—;—AB—- ou

ainda OA X OB , obtemos:
—l—)= Ai B
AB

Tira-se daqui que:

AA v OR A . 2
HP = OPsen 6§ = OAiOB X O__‘/} ~OBx 94
AB AB AB?
Do mesmo modo:
T = OB?
P =OP 8 =0A X
cos B
Finalmente,
LZ —- X2
Xp = X X LZ
+ 22 X2
yP =+ ( L= x ) L2
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Como X varia entre —L e +L, pode escrever-se o programa

seguinte:

InF

FoR

LET )
LET LS
FLOT 128+3p . 38+4F

FLOT 128+xp . 838-4p

MEXT

Utilizou-se uma simetria relativamente ao eixo dos yy.
Para L=150, obtemos:

Figura 90
4. A elipse Yo
PB = b
w PA = a

Figura 91

90

X AB =

—

O ponto A desloca-se sobre o eixo dos x’x, o ponto B
sobre o €ixo dos y’y e o segmento AB mantém um comprimento
constante e igual a L.

O ponto P pertence ao segmento AB: os comprimentos
PA e PB sdo constantes e iguais respectivamente a a e b;
teremos a + b = L.

Por razdes de simetria, estudemos o que se passa no primeiro
quadrante.

Os tridingulos HPA e OBA sio semelhantes; deduz-se desse
facto que:

HP =y, = OB X BA

Os tridngulos KBP e OBA sdo igualmente semelhantes,
donde:

Consideremos OA=x. Como OB = VL’ ~ x2, obteremos:

= x 2
XP—XL

a
Y, = — VL?! - ¥
L
No programa que se segue, faz-se variar x entre 0 e L,
utilizando-se as simetrias relativamente aos eixos dos x’x e dos

yy:

18 IWPUT L= ;1L

28 INPUT "R= ;a3

Z@ LET b=i-3

40 FOR == TGO L

5@ LET xp=xsbol

88 LET ygp=s#SaR {({izi- Pl
T8 PLOT 128+xp . S38+4p
SR PLOT 1zZ28+xp . 38-up
SP PLOT 128-xp,38-4F
188 FPLOT 128-xup . S8+Yp
118 MEXT =
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Para L = 100 € a = 40, obtemos:

Figura 92

5. Exercicios

5.1 Generalizar a outras curvas o método utilizado para
construir a lemniscata.

5..2 Do mesmo modo, generalizar o método de construgdo
da trifélio a outras curvas.

92

9
AS CONICAS

As conicas foram, antes do mais, definidas pelos gregos
como seccoes de um cone de revolugio.

sl

Figura 93 — Da esquerda para a direita, circulo, elipse, parabola, hipérbole.

A teoria das cénicas deve bastante a Apolénio de Perga
(262-200 a.C.), matematico grego da escola de Alexandria, que

-descobriu um grande nimero de propriedades relativas a estas

curvas.

No século XVII, os métodos da geometria analitica permi-
tiram formular a equagio geral de uma conica. Esta equagio
tem, em coordenadas polares, a forma: -

ax’ + a'y* + bxy + cx + ¢’y + d = O,

dependendo os diferentes casos do nimero b*—4aa’.
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1. Elipses

1.1 Sejam F; e F, dois pontos distintos do plano. Se k
designa um ndmero positivo, o conjunto dos pontos M do

plano que verificam a relagio MF,+MF, = k é uma elipse de
focos F; e F,.

]

Figura 94

AA’ e BB’ designam respectivamente o eixo maior e o
eixo menor da elipse; C é o centro.

1.2 Para realizar o tracado de uma elipse, é preferivel

recorrer a uma representagio paramétrica em vez de uma equa-
¢do cartesiana.

Sejam a e b dois nimeros positivos, com a = b.
As equagdes:

X =X, + acos @

y=y.+ bsen#

sdo as de uma elipse de centro C = (x,, y.), de eixo
maior 2a e eixo menor 2b.

Convird notar que o nimero (a-b)/a, que varia entre 0 e
1, mede o achatamento da elipse.

1@ IWPUT "XC= “;uc
2@ INPUT "¥C= "yt
3@ INPUT "A= ";a

94

—
L

o b

WAL~ J T
3 3 15 5 1 £
ST T e

-t
o

i

No exemplo que se segue, b = 40 e a varia entre 20 e
120 (com um passo de 20).

Figura 95

1.3 ‘O programa anterior permite desenhar uma elipse
cujos eixos sio paralelos aos rebordos do visor. .

Se se pretende colocar a elipse obliquamente no visor,
basta utilizar uma rotagdo ¢ relativamente ao centro da elipse
(ver o capitulo 11). .

Modificando o programa do paragrafo 1.2, obtém-se o
programa seguinte:
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Para a = 80, b = 50 e ¥ variando entre 0° e 360° com
um passo de 45°, obtemos:

m .
£ \
PV e Adat TN
A e
N\ ¥

e

N

\

e
-

o

Figura 96

/;
fomer s
<J? /

2. Parabolas
2.1 Seja A uma recta e F um ponto ndo pertencendo a ela.

O conjunto dos pontos do plano situados & mesma distancia
de F e de A € uma parabola de foco F e directriz A .

YA

X

A Figura 97

O ponto intermédio, S, de OF é o vértice da parébola.

2.2 Em coordenadas cartesianas, a equagio mais simples
de uma paribola é y = ax? teremos entio uma parébola

96

admitindo por vértice a origem do sistema e por eixo de simetria
o eixo dos yy.

Vejamos agora diversas pardbolas da equagio y = ax’.

[

N /

™~ Figura 98

2.3 Para certas aplicagdes, particularmente jogos, é c6mo-

'do utilizar uma equacdo da forma:

y = a(x — x)(x — x)

com X, £ X < Xs.
Para a < 0, obtém-se uma pardbola cuja concavidade estd
virada para cima.
Esta pardbola passa pelos pontos (x;,0) € (x,,0); tem por
vértice o ponto de coordenadas.
X + X e = x)?

3 ¢ -2 4



3.2 Uma hipérbole é formada por 2 arcos simétricos re-
lativamente a mediatriz de F,F,.

Estes arcos cortam o segmento FiF, em S; e em S,, que
sdo os vértices da hipérbole.

) Y.
A titulo de exemplo, vejamos algumas curvas obtidas con-
siderando a=0,01 x; = 0 ¢ um nuimero escolhido ao acaso
entre 80 e 250 para x,.
o 2
RS S2 B X

Figura 101

Consideremos como eixo dos xx a recta F|F,, e como eixo
dos yy a mediatriz de F,F,.

Figura 99
Facamos:
3. Hipérboles OF,
T 7os,
3.1 Sejam F, e F, dois pontos distintos do plano. Designe- 2
mos por 2a o comprimento do segmento F;F,. e
O conjunto dos pontos P do plano para os quais se tem b=a et — 1.
PF,—PF, = 2a ou PF, — PF;=2a constitui um hipérbole de .
focos F; e F,. Demonstra-se que a equagio cartesiana da hipérbole é
‘ entdo:
2 2
. L X _ Y _ 1
2 b2
Pode deduzir daqui a representagio paramétrica seguinte:
,r"/ N, a
R . X = y = b tg t
A=30 cost
Figura 100 E=20
Ppara ~n = t<s<wet# tw/2
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3.3 No programa que se segue, utilizamos esta represen-

tagdo paramétrica para tragar uma hipérbole.

Se t é préximo de © /2, a/cos t torna-se muito grande, o
que pode provocar a paragem do programa.

Para ter x < 125, teremos de fazer t < k com

k = arc cos a/l25 (o0 que supde a < 125).

Utilizaremos a simetria relativamente a cada um dos dois
eixos.

Note-se que na linha 30 ACS significa «arco cujo co-seno
é...».

3.4 Uma hipérbole admite duas assintotas, as rectas de
equagao b
y==*:

X
a

Quanto mais se prolongam os bracos da hipérbole, mais
cada um deles se aproxima destas rectas.

Figura 102

100

4. Exercicios

Faca um programa capaz de executar cada um dos desenhos
que se seguem:

d Figura 103

Figura 104

Figura 105

gL R
Rl Sre
- Vo,

/" TN ‘\‘\

\

{ )

]

4 ]

3 Q ,e;

Figura 106 \\ /
\\.M_,_,,.-r—
\\;\‘\'"\--._.....:—-”"'":.-/

R SRR
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10
AS OVAIS

A palavra oval é aplicada a qualquer curva cuja forma
recorde a de um ovo. Existem no entanto diversas familias de
ovais. Uma primeira engloba todas as ovais obtidas por ligagdo
de quatro arcos de circulo. Distinguem-se entdo diversos tipos
de ovais muito usadas em ornamentagio e arquitectura. Numa
segunda familia incluem-se as ovais de Descartes, curvas obtidas
por este ao investigar a propagagio dos raios luminosos.

Uma terceira familia é devida ao astrénomo Cassini (1747-
-1845).

1. As ovais obtidas por ligacdo
1.1  Exemplos1

O tragado desta oval utiliza dois arcos de 60° e dois outros
de 120°; estes arcos ligam-se entre si em Py, Py, P; e P4, como

se mostra na figura seguinte:
P "‘@k Pa
Figura 107 _ ' ‘/
Po w P3

102

Os centros dos arcos serdo respectivamente C,, C,, C; ¢
C;. Seja R o raio de cada um dos circulos auxiliares, € x e
y as coordenadas do centro da oval. ‘

As coordenadas de Py, P,, P; e P, sdo respectivamente:

x — R, y + RV312
x — R, y — RV32
X + R, y + RV32
X + R, y — RV3/2

De onde decorre o seguinte programa:

Para R=60. x=128 e y=88 obtém-se:

——

Figura 108

103



1.2 Exemplo 2

Esta curva obtém-se ligando um semicirculo, dois arcos
de 45° e um quarto de circulo da maneira indicada na figura
seguinte:

Figura 109

i) P3

Es.tes arcos, ligados nos pontos P, P,, P; ¢ P, t¢ém como
respectivos centros C;, P,, C, e P,. '

J CFag;amos C,C,=R e designaremos por X ¢ y as coordenadas
(] 1.

Um célculo simples dar-nos-d as coordenadas de Py, P,,
P; ¢ P, em fungio de x, y € R; obtém-se respectivamente:

X, y+R
x—=R V2, y+R(V2-1)
x~=R V2, y=R(V2-1)
X, y—R

De onde o programa:

[ 3
[
o]
(10

104

]
T

Figura 110

2. As ovais de Descartes

2.1 Sejam A e B dois pontos do plano tais que AB=2a
e sejam ki, k, e L trés ndmeros positivos. _

Uma oval de Descartes é constituida pelo conjunto de
pontos P do plano que verificam a relacdo k;PA + k,PB = L.

2.2 Escolhamos um raio R inferior ou igual a L/K;, e
f _ L - KR
acamos R, = ——m—— 1

K,

Teremos

L - k]R]
kR, + kR, = kR, + k, (---—-—) =L

2

Os pontos de intersecgdo dos circulos (A,R;) e (B,R,)
sdo, se existirem, pontos da curva procurada.
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Figura 111

2.3 Calculemos, recorrendo i equacdo cartesiana de cada
circulo, as coordenadas destes pontos de intersecgio.

Tomemos como eixo dos xx a recta AB, e como eixo dos
yy a mediatriz AB.

Os circulos (A, R;) e (B, R;) terdo como respectivas
equagoes:

(x + a)? + y> = R?

(x = a)® +y

il
bl
NN

Tiramos daqui:
R - (x + a)) = R ~ (x — a)%,

donde

Resulta ainda que para
RZP—(x+a)? =0

teremos:

y = £VR/ — (x + a)?

106

Lok |

Lt

Para a=30, k;=2, k,=3 e L=300, obtém-se:

Figura 112

3. As ovais de Cassini

3.1 Seja AB um segmento de comprimento 2L e seja k

-um nimero positivo.

Uina oval de Cassini é constituida pelo conjunto dos pontos
P do plano que verificam a relagio PA X PB = k2

3.2 Em principio, o método utilizado é idéntico ao esco-
lhido para tracar as ovais de Descartes.
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— Escolhe-se um raio Ry;

— Calcula-se R, = k¥Ry;

— Determina-se por célculo as coordenadas dos pontos de
intersec¢do dos circulos (A, R,) e (B, R;), na medida em que
estes pontos existam. Quando € este o caso, tém-se:

* RIZ - R22
4L

y=*VR — (x — L)

Os eixos escolhidos sdo a recta AB (eixo dos xx) e a
mediatriz do segmento AB (eixo dos yy).

3.3 Coloca-se uma questdo: entre que limites se pode
escolher o raio R;?

Para responder a esta questdo, devemos tentar descobrir
quais os pontos de intersecgdo de uma oval com cada um dos
Seus eixos.

O calculo mostra que existem sempre dois pontos de inter-
seccao P. ¢ P,, tendo respectivamente como abcissa

__\/LZ + kZ

VL® + k2.

Para KL,, existem outros dois pontos P; e P,, tendo res-
pectivamente como abcissa.

_\/LZ _ kZ

VL — k2

N

Para k = L, o ponto médio 0 de AB pertence a oval.
Quanto a intersecgdo com o eixo dos yy, sé existe para

108

= L. Excepto para k=L, existem dois pontos distintos Q,
Q, de ordenadas respectivas

— \/kl - LZ

k
e

)

k* — L*
Devido as simetrias evidentes da curva relativamente a
cada um dos eixos, limitar-nos-emos ao primeiro quadrante.

Finalmente, distinguiremos apenas dois casos:

Primeiro caso: k = L. A

Figura 113

Raio minimo: AP, = L + VIL- - K
Raio maximo: AP, = L + VL + k?
. > .
Segundo caso: k L "
Q2
>
B X
Figura 114 Py A 0 } }p2
Raio minimo: AQ, = k.
Raio maximo: AP, = L + VL- + k-
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3.4 O programa ¢ o seguinte:

Figura 116
60°

Ca
AC] = Clo = OCZ = CzB

Note-se que existem trés arcos de 60°, ligados entre si;
os respectivos. centros serdo C;, C, e C;.

Figura 115

4. Exercicios

4.1 Construir a curva designada por ovéide, com a equagio
r = acos’ ¢ . Far-se-d variar 0 entre 0° e 90o.

4.2 Construir a curva indicada pelo desenho seguinte:
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11
TRANSLACOES E ROTAGOES

Seja F uma figura qualquer. Pode querer-se alterar a forma
ou dimensdes desta figura, ou substiui-la por uma figura idéntica
colocada num outro local do espago-visor.

Qualquer que seja o caso, serd necessdrio transformar a
figura F numa figura F’, e para tal utilizaremos aquilo que se
designa por uma transformagdo plana. Depois de ter definido
uma transformagio qualquer, estudaremos as translagbes € ro-
tacoes.

As simetrias serdo estudadas no capitulo seguinte.

1. Como definir uma transformacéo?

Seja P um ponto do espago-visor definido pelas suas coor-
denadas x e y relativamente ao sistema de coordenadas carte-
siano.

Escolhamos duas fungdes numéricas f e g das varidveis X
e y e fagamos X’ = f(x,y), y'=g(x.y).

Associado ao ponto P=(x,y) o ponto P’=(x",y’), definimos
uma transformagio plana da maneira mais geral possivel.

As propriedades de uma tal transformagao dependem evi-
dentemente da escolha das funcgdes f € g.

Vamos dar alguns exemplos construindo em todos os casos
a imagem de um circulo.

112

Exemplo 1

Escolhamos um circulo de centro C = (128, 88) e de raio
R = &0.
Fagamos

fx,y) = x + y e g(x,y) =

Figura 117

Exemplo 2

R 6I(v)?scolhamos um circulo de centro C = (128, 88), de raio

Fagamos
X +y

fy) = ———— e sxy) =50 " ;
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Obteremos:

(i) - ~
I'/‘ N,

3
Obtemos o desenho seguinte: )
N\

Figura 119

2. As translacoes

2.1 Uma translagdo permite deslocar a figura F sobre o
visor.
Uma tal transformagio conserva a forma e as dimensées
Figura 118 de F; em particular, a imagem de uma recta continua a ser
uma recta, e a de um circulo, um circulo.
Podemos portanto manter o uso das instrucdes DRAW e

CIRCLE.
Exemplo 3 o ) )
2.2 Definiremos uma translacdo da maneira seguinte: se
Escolhamos uma vez mais um circulo de centro (128, 88), V'€ um vector eSCQIhldO prevxamen_tg, assoclaremos o ponto
de raio igual a 40, e facamos P’ a0 ponto P considerando PP’ = v’

fxy) = |x - y|

Figura 120

E 2 EERlebet D T PR PR

O3 M -
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Pode entdo escrever-se x’=x+a e y’=y-+b, representando
; —
os nimeros a € b as coordenadas do vector v:

2.3 Exemplos

Consideremos uma elipse de eixo maior igual a 100 e eixo
menor igual a 60; o centro desta elipse terd as coordenadas
100 e 80.

O desenho seguinte mostra-nos esta elipse e a sua imagem
obtida pela translagio de vector v’ = (20,10).

/7[:\_\“:\\\
)

NUR

Figura 121

O programa ¢ o seguinte:

Se se deseja tracar o segmento PP’ que liga um ponto P
da elipse a sua imagem P’, basta substituir a linha 50 do
programa anterior pela seguinte:

50 PLOT X,Y: DRAW 20,10

Obteremos entao o desenho:

116

Figura 122

Consideremos agora a curva «trif6lio» apresentada no Ca-

pitulo 14.

O desenho que se segue mostra-nos esta curva e a sua
imagem na translagiao de vector V= (8,10):

Figura 123

Obtém-se assim uma espécie de uma fita, em perspectiva.

2

O programa € o seguinte:
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3. As rotacdes

Sendo escolhidos um ponto C e um angulo 6 , uma rotagao
(C, ) permite rodar uma figura F de um angulo 6 em torno
do ponto C.

Uma tal transformagdo conserva também a forma e as
dimensées da figura F.

3.2 Suponhamos que o centro C de rotagiio coincide com
a origem O do sistema de coordenadas escolhido:

YA
Kv ___________ P
4 SN A R \ P
~ : Figura 124
(o] H H X
Teremos

OH = OP’ cos (6 +a ) = OPcos (0 + a)
dado que OP = OP’.
Resulta daqui que

OH = OP (cos 0 cos « — sen 6 sen o)

118

ou seja,

OH = OP cos 8 cos o« — OP sen 6 sen a = X’

Como
OP cos @ = OH = x

e
OPsen @« = OK = y

obtém-se
X’ = xcos 6 — ysen 6

Do mesmo modo,

b

y = xsen 6 + ycos 0

3.3 No caso geral, C ndo coincide necessariamente com
O. Se am x, e y. sdo as coordenadas de C.
Teremos entao

k

X X, + (x — x)cos 0 — (y —y)sen 0

2

y

il

Yo + (x = x) sen 8 + (y = y) cos 8
3.4 Exemplos: poligonos regulares

Consideremos um poligono regular de centro C = (X,¥c) -
e de n lados.
Sejam Py, P,, P;, ..., P, os vértices deste poligono.
Cada vértice é deduzido do precedente por uma rotagado
2 W
n
1) Inscrevemos um tal poligono num circulo de centro C
e um raio R.
O programa € o seguinte:

de centro C, de um angulo 6 =
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) NS
8

/ £
7N 2

0 seguinte

O programa é

- -

7, obtemos:

Para n

" oo o oo
uLELIRRIN

e
b gt Bl

e 110

Figura 125

3) Apresentamos

ite tracar
121

lar

z

agora um programa que perm
oligono regular:

de um p

iagonais

as d

S..
-
e
g N =
T
S~
=S|
ap
P~
Y
Oﬂ
o
< ..
S T 8
= g S
Qo o ,M
& g @
E & B
=R ©
o 3 o
3 .
o 82
v o= o O
§ 3 S5
o L v
= E w £
= 6 @3
O o
V..% ~ O
[ S mS
Om um
g & ob
EEEC
s 7 S oau
= (o)
MO »w 8
JpO.a
o~
T8
o <D
s © N




=
771
.‘i:'".r -
o] L7
Vejamos o resultado Aﬁ"‘.%’i"‘ 'ﬁfi
obtido para n=11: £t %) I A
SSarav! PXN

=

|
W,
W
3%
’ £

X/

(X
Vs .

A

LI

e
Zas\! :
S

il
4

A
b,

s,
&L
g
s
M
A
N2

Figura 127

4. Exercicios

Construa os programas
que permitem obter os
desenhos seguintes:

Figura 128

122

Figura 129

Figura 130
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12
SIMETRIAS E MUDANCAS DE ESCALA

As simetrias e as homotetias constituem dois tipos particu-
lares de transformacées planas.

As simetrias, centrais ou axiais, sdo jd bastante conhecidas;
as segundas, talvez um pouco menos conhecidas, permitem
obter ampliacdes ou redugdes.

Evocaremos igualmente neste capitulo uma aplicagdo da
homotetia.

1. As simetrias centrais

1.1 Seja C=(x.y.) um ponto qualquer do espago-visor.
Associemos a cada ponto M=(x,y) do espaco-visor um ponto
M’=(x",y’) de tal modo que C seja o ponto intermédio do
segmento MM’.

YA

Figura 131

b ST pURPUNVRPNRPRRPERPRR,

=)

" 124

Define-se assim uma simetria de centro C: trata-se de uma
transformacdo plana conservando a forma e as dimensbes de
uma figura.

—> -
1.2 CM’ = MC,; tira-se daqui que
—> e —_— —
CO + OM’ = MO + OC
donde

OM’ = 20C - OM.
Conclui-se entdo que

y

X

Il
[\
>

3

|

>

<
i
S}
<
(e}
|
«

1.3 Exemplo

Seja A um arco de curva definido, para 20 < x < 110, por

T X
y =90 — 40 sen <
30

) . Tracaremos um certo niimero de pon-

tos de A e seus simétricos relativamente ao ponto (128,88).
O programa € o seguinte:

Figura 132
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2. As simetrias axiais

2.1 Seja A uma recta do plano, M um ponto do plano,
e H a projeccdo ortogonal de M sobre A .

Figura 133

Associemos a M o ponto M’, tal que H seja o ponto
intermédio de MM’: definiremos assim uma simetria ortogonal
de eixo A . ’

Trata-se de uma transformacio plana que conserva a forma

¢ as dimensGes de uma figura, mas inverte o sentido do percurso
de uma linha fechada:

Figura 134

2.2 Designemos por x e y as coordenadas de M, por x’
ey as de M, por xyz e yy as de H, projecgdo ortogonal de
M sobre A e ponto intermédio de MM’.

126

X + x

XH= 2
e

Y = yt+y

H 2
tira-se

X = 2Xyg — X
e

Yy =2yg—Y

Convém distinguir dois casos conforme A € ou ndo paralelo
ao eixo dos yy:

Primeiro caso: A € paralelo ao eixo dos yy.

Teremos y=yy=y’; a equagdo de A ¢é da forma x =
constante X,; obtém-se X’ = 2 X, — X ey =y.

Segundo caso: A ndo € paralela ao eixo dos yy. A sua
equacdo é entdo da forma y = ax+b.

Segundo as equagdes do capitulo 4, obtém-se:

ay + x — ab
M= 1+ a?
e
a’y + ax + b
Yu =

1 + a?

E entdo facil de calcular

]

X =23%Xyg — X

y =2yg—Y
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2.3 Exemplos

1.0:

WAMAAAAAI\AI\I\I\AI\I\\\\
PR ER AR EE R YT Y YLYY YR Y LR
YVYVVYVVY ATATAVAVAVAY

) R ACHAAC
EXXLES

Figura 135

A figura seguinte foi obtida por simetrias axiais a partir
deste arco:

Figura 136

128

2.0: Seja C uma espiral de Arquimedes (ver o capitulo 17).
O desenho seguinte mostra esta espiral assim como as
suas simetrias relativamente a cada um dos eixos Ox e Oy:

e A
ez
o et =y

N

AL
TR
“

AN NV o,

»

Figura 137

O programa retoma o do capitulo 17, pardgrafo 2.1, com
trés linhas suplementares:

3. As homotetias

3.1 Seja C um ponto do plano e seja k um nimero
qualquer. A qualquer ponto M = (x,y) do plano associemos
o ponto M’ = (x’,y’) definido por CM’ = kCM.

Definimos assim uma homotetia de centro C e razdo k.

‘Esta transformacao k plana conserva a forma de uma figura,
mas permite modificar as suas dimensoes: para | k | >1, obtém-se

uma ampliagio enquanto que, para |k| < 1 se obtém uma
reducio.

3.2 Calculemos x’ e y’:
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YA

=
/|
{1

y - -E ----- —— :M Figura 138
1} H ]

(o] X X X! X

Obtém-se assim

—> —> —
OM = (1 — k) OC + kOM
donde
=kx + (1 - k) x,
e
= ky + (1 = k) ye
3.3  Exemplo

Seja EFG um tridngulo equilateral de centro C = (128,88),
cujo lado mede 60 unidades de comprimento.

Se se considera xz = 98, um célculo elementar mostra
que yg = 71, xp = 158, yg = 71, xg = 128 e yg = 122. O
programa que se segue permite obter uma série de tridngulos,
todos homotéticos relativamente a EFG e ao centro C, com
razdes k compreendidas entre —2 e +2 (com um passo de 0,25):

130

O XX

\ SR AWW PP

AV
Figura 139

4. O método do quadrado

Trata-se de um método muito antigo utilizado para repro-
duzir um desenho a uma escala previamente definida.

Figura 140

Como se vé nos desenhos da figura anterior, utiliza-se de
facto uma homotetia seguida de uma translagao (ou eventual-
mente, de uma rotagio).
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Vejamos um exemplo de uso deste método.
Consideremos o desenho seguinte:

G H
/' N
/] aN'V4 ™
C [ ) A
° /
N 7
D F
N A
Figura 141 \ / i f;
\ ""-_‘—‘—\'-ﬁ. AT
| & %
: S |
Este desenho compreende 8 arcos de circulo e um segmento: \
~ Os dois semicirculos AB ¢ BC: &
- Os quatro arcos CD, DE. EF e FA. Cada um destes -~
arcos tem como medida o dngulo ¢ definido por tg ¢ = 6/4;
ter-se-4 portanto ¢ = arc tg 1.5; Figura 142

— os dois arcos BH e BG cuja medida foi fixada arbitra-
riamente em Tw /6;

- o segmento GH. Se se incrementa x e y gracas a dois ciclos, pode-se repetir

0 motivo:

Seja u o comprimento de um quadrado: se se designam
as coordenadas de E por x € y, é ficil de ler no desenho as
coordenadas dos pontos iteis ao tragado em fungio x, y € u.
O programa a usar € o seguinte:

Figura 143

132
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13
REDES, TABULEIROS

Neste capitulo realizaremos grafismos juntando transforma-
¢oes planas.

Uma primeira transformagéo T, faz corresponder o ponto
P, ao ponto P,; uma segunda transformagéao T, fard corresponder
o ponto P, ao ponto Py:

YA

Figura 144

0 X

No paragrafo 1, juntaremos uma translagdo € uma simetria
axial.
No paragrafo 3, juntaremos uma homotetia € uma rotagao.

1. As redes

1.1 Consideremos uma rede de n X n casas; cada uma
destas é um quadrado cujo lado tem o comprimento L.

134

O principio utilizado para desenhar uma rede deste tipo
¢ o seguinte: coloca-se o canto inferior desta em (0,0), traga-se
a rede e em seguida desloca-se esta rede sobre o visor gragas
a uma translagdo.

A escolha inicial do ponto (0,0) permite-nos utilizar uma

N .

simetria relativamente a primeira bissectriz:

- Figura 145

Notar que x, € y, designam as coordenadas do canto inferior
esquerdo da rede.

Figura 146
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A titulo de exemplo, vimos uma rede de 25 casas com
x, =40, y,=30e L =20.

1.3 Poder4 ser til desenhar a mesma rede ponto a ponto:

2. Tabuleiros de dados

2.1 Para construir um tabuleiro com n X n casas, serd
necessario usar uma rede e escurecer alternadamente as casas.
Numeremos as linhas e colunas do tabuleiro:

Figura 147 o
o 1 2

Escurecemos a casa (m,k) se m + k for par.

2.2 Para escurecer um quadrado de lado C, basta tragar
verticais por exemplo da esquerda para a direita:

Figura 148
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Py

O programa ¢é o seguinte:

Notar que X, e y, sdo ainda as coordenadas do canto
inferior esquerdo.

2.3 Vejamos agora o programa completo para a construgio
do tabuleiro: :

X3

"

Neste programa, m e k designam respectivamente os ni-
meros de coluna e de linha.

Para n = 8, ¢ = 15, x, = 50 e y, = 20, obteremos o
tabuleiro que se segue:
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Figura 149

Para inverter a cor das casas, basta trocar, na linha 100,
o sinal = por um sinal < > (diferente de):

Figura 151

3. Redes especiais

Figura 150 3.1 Consideremos uma rede de pontos semelhante a se-

guinte:
Se se deseja obter casas rectangulares e nao quadradas, v 3
poderdo efectuar-se algumas alteragdes no programa. ‘
Introduziremos primeiramente uma linha nova (a linha 35, ”
P

introduzindo modificagoes ainda nas linhas 30, 70, 100 e 140), -
que serdo substituidas pelas seguintes: / Z / / /
PP ET PP omoe o - = s N )
L AL/
1 2 3

Cc

-
u
—_—
4>

Figura 152

(o] Xo %

Vamos supor que uma das duas séries de linhas é composta
por linhas paralelas ao eixo dos xx.
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Uma tal rede pode ser caracterizada pelos dois vectores
U ¢V de comprimentos respectivos L; e L,, pelo angulo « ,
pelas coordenadas x, e y, do ponto C, e evidentemente pelo
ntimero dos seus pontos.

Determinemos as coordenadas de um ponto da rede, por
exemplo o ponto P_do desenho anterior.

Teremos CP = 3u + 2v donde, por projecgao sobre 0s €ixos,

X =X, + 3L; + 2L, cos «

y =y, + 2L, sen «

De uma maneira mais geral, qualquer ponto da rede en-
contra-se na intersec¢do da linha de ordem i com a horizontal
de ordem j.

Teremos entao

X = X, + iL; + jL, cos «

y =Y, + L, sen «

3.2 Consideremos agora cada um dos pontos da rede
como o centro de um poligono regular de n lados, tendo cada
um destes o comprimento C. O programa que permite tragar
esta rede e os poligonos regulares é o seguinte:

140

Neste programa, a rotina da linha 180, que permite construir
cada um dos poligonos regulares, ¢ retirada do capitulo 5,
tendo no entanto sido alterados os nomes das varidveis para
evitar confusoes.

A varidvel F define a inclinagdo do primeiro lado de cada
poligono. Escolhido para ela o valor 0 na linha 210, esta
varidvel pode tomar de facto qualquer valor pretendido.

O namero de poligonos tragados foi escolhido arbitrariamen-
te como igual a 5X4, como se vé€ nas linhas 80 e 90 (variando
os indices de 0 a 4).

3.3 Se se escolhe Ly, L, e o de uma maneira qualquer,
os poligonos sobrepor-se-do ou, pelo contrério, ficardo afastados
uns dos outros:

QRO
QOO
O /\(\O >

Q\ Figura 153
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Pelo contrério, para L;, L, e o bem escolhidos, podem
obter-se redes contiguas.
Vejamos alguns exemplos:

1) C:Ll = L2= 203
a = 60°
n=3

/\/\
/</<\\>A</><><\
Figura 154 / \/\/\/\// \

2) L] =
o
n =

il

Figura 155

=
il

Figura 156
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4. Poligonos em espirais

4.1 Seja Py, P, Ps, ..., P, ... uma sequéncia de poligonos
regulares convexos assim definida: ,

— Cada poligono tem como centro o ponto C = (128,88),
e encontra-se inscrito num circulo de raio R;

— O poligono P, é deduzido de P, gracas a uma rotagdo
de angulo ¢ e de centro C, seguida de uma homotetia de
relacdo k e centro C, igualmente.

4.2 No programa que se segue, o tracado de cada poligono
regular € obtido gracas ao programa do capitulo 11, pardgrafo
3.4. .

A variavel n designara o ntiimero de lados de cada poligono,
f o 4ngulo ¢ e P permitird contar o nimero de lados ja
construidos.
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= 65

¥ = 450

k =1
Figura 159

5. Exercicios

5.1 No programa do paragrafo 2.3 acrescentemos a seguin-
te linha:

35 INPUT “D: ”;D

Suprimimos a linha 140 e substituimos, na linha 110, DRAW
O,C por DRAW 0O,D.

Experimentemos em particular os valores n = 8, x, = 50,
Yo =0,d =25¢ ¢ = 15.
5.2 Execute o
Figura 157

programa do pardgrafo 4.2 para n = 4,
n=5mn=6n=28 n=12

5.3 Obteremos uma rede hexagonal fazendo

o = 60
Figura 158

Notar que ¢ corresp

onde a varidvel F do programa do
paragrafo 3.2 ‘
144
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Figura 160

Experimente escurecer os hexdgonos alternadamente.

5.4 Construindo uma rede dupla, pode obter-se uma di-
visio de plano composta por dois tipos de quadrados:

Figura 161

Sera possivel obter este resultado com uma tnica rede?

5.5 Considerando como centros os pontos de uma rede
¢ escolhendo um raio igual a L;/2, construa as figuras seguintes:

146

Figura 162

Figura 163

5.6 Desenhe a malha seguinte:

Figura 164

Safpian i 8
C u
L 1
d.u;u_:'
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14
REPRESENTACAO PARAMETRICA DE UMA CURVA
1. Definicdo
Seja M um ponto qualquer de uma curva C e sejam x e

y as coordenadas desse ponto M relativamente a um sistema
de coordenadas cartesianas: Y

y=9(t)

Figura 165

—

° x=f) X
Suponhamos que x e y sdo fungdes de um mesmo nimero
t:x = f(t) e y = g(t). _
Dispde-se entdo de uma representagdo paramétrica da curva
C.

O parametro da representagdo pode receber diversas inter-
pretagdes: pode tratar-se de um tempo, de um &ngulo ou de
qualquer outra grandeza.

2. Rectas, circulos e elipses
As representagdes paramétricas destas curvas foram jé in-

dicadas no Capitulo 3 no caso das rectas, no capitulo 7 no
dos circulos e no capitulo 9 no das elipses.
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3. Algumas curvas classicas

3.1. A Hipocicloide

A hipocicldide de quatro pontas foi particularmente estu-
dada nos séculos XVII e XVIII.

Vejamos uma definigdo geométrica simples desta curva:
A

Figura 166 M

(0]
B X
AB € um segmento de comprimento constante R, construido
de tal forma que A pertenga ao eixo dos yy e B ao eixo dos xx.

O ponto M, projecgdo de P sobre AB, descreve uma
hipocicléide de equagdes:

x = R cos’t
y = R sen’t

Figura 167
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O programa é o seguinte:

3.2. O trifélio regular

Consideremos um circulo de centro O e raio R. Marquemos
neste circulo dois pontos M e N tais que o arco AM tenha
um comprimento duplo do do arco AN.

Yl‘

Figura 168
AM =2 X AN

O ponto P, simétrico de N relativamente a M, descreve
uma curva designada trifélio regular:

/"":"\

_"\
v \

St
Figura 169
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Esta curva, estudada nos finais do século XIX, inspirou
muitos pintores e oufros artistas, em particular Escher.
A representacdo do trifélio regular é:

X =2R cos 2t — Rcost

y =2 Rsen 2t + R sen t

3.3. A quadrtica piriforme
Tracemos um circulo de diametro OA = a e uma paralela
ao eixo dos yy passando pelo ponto B. Seja b a abcissa deste

ponto. Uma recta A qualquer passando pela origem O corta
esta paralela em M e o circulo em N:

YA
:
MI; ‘ S
o B g
/ Figura 170

O ponto P descreve uma curva de equagdes:

X = a cos’t € y = cos’sen t
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Esta curva, a qudrtica piriforme, é devida ao matematico
inglés Wallis (1616-1703).

Vejamos o tracado obtido para a = 100 e b = 150:

J

5‘-‘\\-»_‘.-...-.1 il

(

Figura 171

3.4. O trevo de quatro folhas
Esta curva admite como representagdo paramétrica:

X = Rcostcos2t

]

y=Rsentcos2nt

2

O programa correspondente € o seguinte:
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(\ ',l:l \:\,‘
e 7 e S
¢
¢
L]

Figura 172

C

4. As familias de curvas

Podemos definir todo um conjunto de curvas introduzindo
um ou varios pardmetros suplementares nas equagoes.

4.1. As curvas de Lissajous

Sejam m e n dois inteiros que escolheremos ndo nulos.

Facamos x = a sen mt e y = b sen nt, sendo os nimeros
a e b _escolhidos arbitrariamente.

Definiremos assim uma familia de curvas, as curvas de
Lissajous, bem conhecidas das pessoas ligadas a electrénica.
As formas destas curvas dependem evidentemente de m

e de n.

Ei§ o programa que permite construir estas curvas:
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vy
l

"
s
fuit

4.2. Vamos apresentar um outro exemplo de uma familia
de curvas. Para um inteiro k qualquer, facamos:

x = a (1 + cos t) cos kt
Em seguida, a titulo de exemplo, apresentamos duas curvas .
de Lissajous:

y=a(l + cost)sent

com 0 <t<2w%.

O programa que se segue permite construir as curvas desta
/\ familia escolhendo o ndmero k ao acaso entre 1 e 20:
{ . <

A=80
rB1 :?B Figura 173
N=2
Vejamos as curvas obtidas para k = 3.
2 ~ P J,/'\,_‘ ":::,—_::_ .,
g R P
A=5G s
Ty -
N=3 Figura 174 K=3 Figura 175
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5. Exercicios

5.1. Construir para 0 < t < 2 w cada uma das seguintes
curvas:

1) x = 128 + 50 cos t cos 2 t
y = 88 + 40 sen 2t

2) x = 128 + 2 cos t (10 + 5 cos 5 t)
y =8 + 2sent (10 + 5sen 5 t)

52. M, N, P e Q designam inteiros quaisquer.
Construir cada uma das familias de curvas seguintes:

1) x = 128 + 50 cos mt
y = 88 + 50 sen nt

2) x = 128 + 50 cos mt cos nt
y = 88 + 50 sen pt sen qt

3) x = 128 + 20 cos mt + 10 cos nt
y = 88 + 20 sen pt + 10 sen qt

5.3. Desenhar a figura seguinte, que evoca uma ampulheta:

Figura 176

Consultar o Capitulo 25 para a coloragdo.
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15
AS CURVAS «<MECANICAS»

O século XVII viu nascer quase simultaneamente a geome-
tria analitica, o célculo infinitesimal e a mecanica teérica (ou
teoria do movimento).

O conceito-chave, o da composigdo dos movimentos, ia
permitir a andlise de movimentos complexos e a defini¢io de
novas curvas: a cicléide, a hipocicldide, etc.

Os matemadticos da época acolheram estas curvas «meci-
nicas» de diferentes maneiras: uns, como Roberval ou Pascal,
estudaram-nas com interesse; outros, como Descartes, rejeita-
ram-nas como ndo pertencendo a geometria.

1. A cicloide

Esta curva foi estudada sucessivamente por Galileu (1564-
-1642), que propds o seu uso nos arcos de pontes, Roberval,
que calculou a 4rea limitada por um arco desta curva, e final-
mente Pascal (1623-1662), que terminou o seu estudo.

(-]

Figura 177
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Seja um circulo de raio R que rola continuamente sobre
uma recta A : a trajectéria de um ponto P da circunferéncia
¢ uma curva designada por cicldide:

' 4
@ Figura 178

-

Esta curva admite por representacdo paramétrica:

Rt — Rsent
R (1 — cos t)

1

X
y

z

O programa € o seguinte:

2. A hipocicléide YA

Figura 179
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Um circulo de raio r, desloca-se sem escorregar no interior
de um circulo de raio 1y, sobre a circunferéncia deste. Qualquer
ponto do circulo mével descreve uma curva designada por
hipocicléide. '

A aparéncia da curva depende da relagdo r,/r,.

Se ri/r; = n, com n inteiro, a curva possui n arcos que
se deduzem uns dos outros por uma rotagio de centro C, e
angulo 2 w /n.

Se 1y/r, ndo € inteiro mas igual a um n@mero racional
P/q, entdo a curva possui p arcos. _

Finalmente, se 14/r, € irracional, igual por exemplo a V2,
a curva possuird uma infinidade de arcos diferentes.

Vejamos alguns exemplos:

1.° ry/r, = 3: a hipocicléide tem trés pontas.

Figura 180

2.0 rl/rz = 79/86

Figura 181
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Note-se que no ultimo dos dois desenhos a curva nio foi

terminada.
Convira assinalar dois valores particulares da razio r,/r,:

— Para ry/r, = 2, a hipocicléide reduz-se a um didmetro

do circulo fixo.
— Para 1)/r, = 4, obtém-se a hipocicléide de quatro pontas

j& descrita no capitulo 14, paragrafo 3.1.
As equagdes de uma hipocicl6ide sdo as seguintes:

L~ 9
&)

X =(r; — 1) cos 8 + cos

I‘1 - rZ 6
¥

y = (r; — 1) sen 8 — sen

No programa, o angulo § varia entre 0 ¢ n © radianos:

3. A epicicléide

=¥

Figura 182
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Um circulo de raio r, desloca-se sem escorregar sobre o
perimetro de um circulo de raio r;, no exterior deste.
A trajectéria de um ponto P do circulo mével € uma

epicicléide, curva cuja representagdo paramétrica €:

T
x=(r; + 1, cos 0 —rzcos<1+___rl_>e

2

r
y=( + 1, sen 0 —rzsen<l+____r‘._>9

2

No programa que se segue, o angulo 6 varia entre 0
e n w radianos:

Também neste caso, a aparéncia da curva depende da

razdo 1y/1,.
Vejamos alguns exemplos:

1.o Para 1;/r, = 2, teremos uma nefrdide:

Figura 183
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2.° Para r/r, = 30/8:

Figura 184

3.0 Parar/r, = 1, teremos uma cardiéide (ver o capitulo 16).

4. O espirégrafo

Trata-se de um aparelho de desenho que possui um anel
dentado e uma roda, igualmente dentada.

A roda pode rodar no interior do anel; contém uma série
de orificios que permite, se se inserir a ponta de uma esfero-

grafica num deles, obter uma trajectéria quando se faz mover
a roda.

Figura 185

Seja d a distancia do orificio T ao centro C;: sejam 1, e
r, 08 raios respectivos do anel e da roda.

Demonstra-se que as coordenadas do ponto T sdo dadas
pelas seguintes equagdes:

162

x = (r; — 1) cos 6 + d cos 29
I

y = (r; — 1) sen  — d sen DL g
L¥]

O programa é o seguinte:

[l

Neste programa, o angulo 6 varia entre 0 e n w , mas
é possivel fazé-lo variar entre § , ¢ 6 , + n w ; basta modificar
a linha correspondente.

Vejamos dois exemplos de curvas obtidas com o auxilio
deste programa.

1.0) n, = 80
I, = 50
d = 40

g Figura 186
29 1, = 80
I, = 60
d =45
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5. Exercicios

5.1. Para @ variante entre 0 ¢ n w radianos, construa a
curva definida por:

1°) x = (r; + 1) cos § — d cos __r_l__'r__*"___fz__g
2

y = (r; + 1) sen § — d sen _r_l_:r_zg
2

20)x = (1 — 1) cos 6 + d cos _..._.__._rl;'TZ 0
2

y = (ry — 1) sen 6 — d sen rl;rzt‘)
2

5.2. No programa do paragrafo 4, suprima o sinal menos
da linha 80 e compare o resultado obtido com a curva inicial.
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COORDENADAS POLARES

Newton (1642-1727) foi o primeiro a utilizar, segundo se
pensa, este tipo de coordenadas. Mas o primeiro texto onde
aparecem deve-se a Jacques Bernouilli (1654-1705).

Neste texto, os Acta, publicado em 1694, Jacques Bernouilli
descreve uma curva que desde entdo traz o seu nome: a lem-
niscata de Bernouilli.

As coordenadas polares foram utilizadas sistematicamente
por Euler (1707-1783), que elaborou as férmulas que permitem
a passagem das coordenadas polares as coordenadas cartesianas
e reciprocamente. :

1. Principio

Escolhamos um ponto O do plano, o polo, e tracemos
um eixo Ox, o eixo polar:

Figura 188
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O ponto. P ¢ definido pelo seu 4ngulo polar e o seu
raio polar r = OP. r € um nimero real positivo ou negativo;
é a abcissa do ponto P sobre o eixo Ou.

r e 6 constituem as coordenadas polares do ponto P.

2. Mudancas de sistema

YA N
Kpommoomas P
s O = x
E OK:y
(] '
o m > (é?«,db):g

Figura 189

. 2.1. Pode passar-se facilmente das ‘coordenadas polares
as coordenadas cartesianas gragas as férmulas seguintes:

rcos 6
r sen 6

X
y ‘:

I

X 2.2. Inversamente, passa-se das coordenadas cartesianas
as coordenadas polares gragas as férmulas:

r= Vx +y

e parar ¥ 0,

166

2.3. No visor continuaremos a usar as coordenadas carte-
sianas para marcar os pontos. Interessar-nos-d portanto o pri-

meiro grupo de equagdes.
3. Duas curvas classicas

3.1. A Lemniscata de Bernouilli

Esta curva tem a equagao

r=aVcos 20
E portanto definida para cos 2 6 = 0, ou seja por exemplo
para
- s6s
e
3w 5w
4 s § = 4

A lemniscata ou curva em forma de fita é o conjunto dos
pontos p do plano que verificam a relagéo PA x PB = constante,
sendo A e B dois pontos do plano tais que AB = a V2.

. e—
\,‘ .."\

5\ N

A=83 Figura 190
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O programa

utiliza as diversas simetrias da curva:

3.2. A cardidide

Seja um circulo de raio R, e seja A uma tangente qualquer
a esse circulo:

Figura 191

Quando A varia, o ponto P, projeccio de O sobre A ,
descreve uma curva em forma de coragdo, designada por car-
didide:

168

com k *inteiro.

Figura 192

A equacdo desta curva € 1 = .R(1 + cos 4 ), donde o
programa:

4, Familias de curvas

Para definir uma familia de curvas, bastard utilizar um ou
varios pardmetros numa equagio.

4.1. A titulo de exemplo, definiremos as rosas de Grandi
(1671-1742) pela equagdo:

asen k 6

O éngulo 6 . expresso em radianos, variaentre0enw .
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Vejamos duas curvas desta familia:

K=5
N=2
&
K=1/3 RS
N=3

170

4.2. Sejam agora ki, k,, k3, e k; quatro niimeros inteiros
(k;, k, € ky serdo escolhidos diferentes de zero).
Facamos:

r=acos<_‘ﬁ_6+_l_(.«‘_.>
Kk, ky
com0 <6< nmwm

No programa que se segue, k;, ky, k; e k, serdo escolhidos
ao acaso entre 1 e 10 (k; pode ser nulo):

Figura 193
¢ possivel obter:
! Do -‘\\
PR
./ i \ A
e A~
,{.-" ™ SN
¥ t 5 H 2
FA [ A
FAN /\\*,Z\__ i
{ \\cr’ £ N\ _‘:‘// g
i
NGO LS
K1=5 "‘;‘h{_,-r’ L 7 ka=1e
Figura 194 K2=7 . K4 =9 Figura 195
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Figura 196

Figura 197

4.3. Consideremos agora, para 0o @ <fsnw.
r =acos k§ — b cos 6

Teremos o programa seguinte:

172

Para k = 2, obtemos a curva do escaravelho:

'f‘—-

s

—— T

Figura 198

Escolhemos aqui a = 60, b = 36 e n = 2.

5. Exercicios

5.1. Construa as curvas definidas por cada uma das equa-
¢des seguintes:

1) T =cos’f (acos 6 + bsen §)
2)r = acos 8

Estas curvas sdo designadas respectivamente por bifélio e
félio simples.
5.2.  Construa as curvas definidas pelas equagdes seguintes:

28
1)r=30sen < 3 )
2)r =50 sen 6 cos 26
3)r =40sen < (i )

4)r = 20sen 0 + 30 cos 2 6

5.3. Para valores inteiros de m e n, estude as familias
de curvas definidas por:

I)tr=acosn 6 +bsenmé
2)r = a cos" 9
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17
AS ESPIRAIS

As espirais sdo curvas que se enrolam indefinidamente em

torno de um ponto.

Os gregos jé as utilizavam como motivos de ornamentacao
em cerdmica ou em certos capitéis.

A natureza oferece-nos igualmente numerosos exemplos
de espirais: folhas de plantas, conchas, etc.

1. As espirais compostas

As espirais mais simples sdo formadas por segmentos de
recta ou arcos de circulo ligados entre si.

Conforme o sentido de enrolamento, distinguiremos as es-
pirais a esquerda e as espirais a direita.

1.1. Exemplo 1

Consideremos uma espiral a esquerda formada por segmen-
tos de recta cujo comprimento aumenta de cada vez de um
mesmo valor p, o passo da espiral.

Esta espiral pode ser facilmente construida gracas ao exame
do motivo seguinte, de quatro segmentos:

B L+2p P3

L+ 3p L+ p
B
Figura 199
Ps
L+ dp i
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Designemos por x e y as coordenadas do ponto P;. As
dos pontos P,, P; e P, sdo respectivamente:

-x+ L,y
-x+ L, y+L+p
- X—-2p,y+L+0p

O ponto Ps, de coordenadas x ~ 2p e y — 2p, é o ponto
de partida de uma nova volta, obtida substituindo L por L + 4p.
O programa usado para construir n voltas é o seguinte:

Vejamos o resultado obtido para n = 20, L = 0,
x =128 ey = 88

=]

X=128
Y =83
N=20 .
P=2 Figura 200
.=2
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1.2. No exemplo que acaba de ser tratado, vira-se 90°
de cada vez; podemos escolher um outro valor.

Figura 201

Para obter os tragados da figura XVII-2, ¢ preferivel utilizar
o programa do capitulo 22.

1.3. Construamos agora uma espiral de 2 centros, ligando

semicirculos.
Sejam C; e C, dois pontos diferentes: tragaremos alterna-

damente um semicirculo de centro C; e depois um de centro
C, ligado ao precedente. O motivo € o seguinte:

m

Consideremos C,C, = p ¢ C,P; = R.

Figura 202
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Se x € y sdo as coordenadas de P,, as d .
+ 2R, y), e as de P; (x — 2p, y). 1> as de P, serdo (x +

Substituindo R por R + 2p, obt
. , obteremos um
saindo agora de P;. P a nova volta,

s

O programa & o seguinte:

Figura 203

2. Outras espirais

Para construir espirai i ili
1S mais complexas, vamos utilizar a
coordenadas polares. , s

2.1. "A espiral de Arquimedes

se rAtlr'ib’ulidaf aqlmatemético Arquimedes (287-212 a.C.), pode-
¢ realiza-la facilmente enrolando uma corda sobre si :
€m espirais apertadas. © o mesma,

177



A equagdo desta espiral € r

k 6.
Vejamos um programa que permite construir n voltas de
uma espiral de Arquimedes:

— Se um arco de espiral é reduzido ou aumentado, coincide
sempre com um outro arco da espiral.
Para n voltas, o programa é o seguinte:

™
171
1

v
in

z

Ui
]
T

O desenho seguinte foi obtidocomn =3,k; =1ek, =0,2
Co FEE ' /
:3. - .': {
. % - : {
: ., \\.‘_ Figura 205
Figura 204 2.3.  Desenvolvimento do circuio
K =5 he ., o’ '
2.2. A espiral logaritmica

Imaginemos uma cabra ligada por uma corda a um tronco

de drvore circular, estando a corda enrolada varias vezes sobre
_ 0 tronco. :

Estudada e descrita -por Descartes em 1638, esta curva
tem a equagio:

r = k] cXp (k2 9)
k; e k, designam duas constantes nao nulas.

A §abra puxa a corda e roda & volta do tronco movendo-se
em espiral; descreve
Uma espiral logaritmica possui propriedades notéaveis:

assim uma curva de equagdes

X =
y =

— Em cada ponto a curva corta o raio polar segundo um

angulo constante o , dado por:

R (cos 6 + 6 sen 6)
R (sen ¢ — ¢ cos §)

Esta curva foi estudada por C. Huygens em 1693.

tg oo =

k2

(para um ponto M da curva, o 4ngulo o designa o
entre a tangente em M 2 espiral e o raio OM);
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Vejamos o tragado obtido para R = 10:

| Figura 206

Notemos que é possivel utilizar valores negativos de 0 .
3. Exercicios

3.1. Existem ainda muitas outras espirais. Citemos as se-
guintes:

— Lituus (ou trombeta romana), r = \/—Z:— com 8> 0;

— Espiral de Fermat, r = * a Vo com 6= O
— Espiral de Galileu, r =a (1 —b 6§ °);

— Espiral hiperbdlica, r = ; com 6 # 0.

3.2. Podemos desenhar uma espiral de quatro centros.

Esta espiral serd formada por arcos de circulo ligados
entre si. O motivo compreende quatro arcos, como se mostra
no desenho seguinte:
i

P

-

Figura 207

)
\<\—
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Os centros estdo numerados em sequéncia: 1, 2, 3 e 4.

3.3. No programa do parégrafo 1.3, substitua a linha 100
por esta:

100 LET R = K* R

) Ngturalmente a variavel K deverd ser escolhida antes. Isto
serd feito gragas a seguinte linha suplementar:

55 INPUT «Valor de K7»; K

Utilize este novo programa para

leP=R=5N=2,K-=12
20P=0,R =3
30P=2,R=0,K =2

4oP =3, R =12, K =12
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18
ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE CURVAS

1. Definigoes

1.1. Seja F uma familia de curvas planas definidas por
uma equagio, por uma propriedade geométrica ou por qualquer
outro método.

As curvas desta familia F ocupam um certo dominio do
plano, limitado normalmente por uma ou vdrias curvas que
formam entdo a envolvente da familia.

1.2. Considere-se, por exemplo, uma familia de circulos
de raio r;, cujos centros pertencem a um circulo de raio r:

..;ff'?“n'.-i- ﬁ 3"»
AN

Figura 208

Esta familia de circulos terd por envolvente dois circulos

concéntricos.
O programa utilizado é o seguinte:
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1.3. Definamos melhor as relacdes que existem entre as
curvas da familia F e a envolvente C desta familia:

— Cada curva de F é tangente a C;

-— A cada ponto de C corresponde uma curva de F tangente
a C neste ponto.

2. Exemplos

2.1. Consideremos as elipses de centro C = (%, y.), de
eixo maior 2a, eixo menor 2b, tais que:

2> + b = L7,

designando L um comprimento qualquer.

Cada uma-das elipses da familia assim definida admite a
representacdo paramétrica:

para 0 = t = 2 w .

Esta familia admite como envolvente um quadrado:

Figura 209

Escolhamos x, = 128, y. = 88 ¢ L = 60.
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O programa ¢ o seguinte:

2.2. Definamos a nossa familia de elipses pela condi¢do
a+b=L.
O programa passa a ser, com L = 80:

A familia de elipses tem como envolvente uma hipocicldide
de quatro pontas:

Figura 210

2.3. Consideremos agora uma curva de Lissajous de centro
C = (128,88), definida pelas equagdes paramétricas:

x =128 + asen 2 t

y = 88 + bcost

184

assim como pela condicio a? + b? = L%

Figura 211

Est_e desenho foi obtido com L = 80.
Vejamos o programa utilizado:

3. Geracado tangencial de uma curva

A famﬂi_a F pode ser constituida por rectas ou segmentos
de recta. Vejamos alguns exemplos.

3.1._ AB e AC sdo dois segmentos de comprimento L,
perp_endlculares entre si. Vamos dividir AB ¢ AC em n partes
lguats ‘gragas aos pontos
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Tragaremos em seguida cada um dos segmentos de extre-
midades M; e P, , , _;, variando i entre 1 ¢ n+1:

YA
Yo Loun ¢
Vg b M
(7% . M|
Yo oo "
Yy feuno M2
TR m P (B
b Figura 212
0 % xa xa % % X

Teremos, para 2 < i < n,

. L
x1+(1—-1)——n—

X

. L
Yi=Y1+(1—1)‘—n“

O programa é o seguinte:

186

Tomemos X, = 60, Y, = 10, L = 150.

Os desenhos que se seguem foram obtidos com n = 10,
n=20en = 200:

Figura 213 Figura 214

Figura 215
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3.2. Seja A um ponto do eixo dos y e B um ponto do
eixo dos x tais que o comprimenio do segmento AB seja

constante. v

A

Figura 216

\
8, B,
[¢)
Z

A,

Se designarmos por L este comprimento e se x designar
a abcissa de B, a ordenada y de A serd entdo: . 12—

A envolvente desta familia de segmentos € uma hipocicléide
de quatro pontas (considerdamos L = 80).

A

W

Figura 217

188

3.3. Consideremos um tridngulo equilateral ABC tal que
cada lado_ tenha o comprimento L, e dividamos cada lado em
n partes iguais.

Numerando os pontos obtidos no sentido contrario ao dos
ponteiros de um relégio, a partir do ponto A, temos 3n pontos
P], P27 s P3n com A = Pla B = Pn+1 e C = P2n+1'

Para i compreendido entre 1 e 3n, tragaremos os segmentos
de extremidades P; e P, ,;; isto pressupde que se tenha con-
siderado, para 2, < i < 3,

Piinyr = P on1

O programa € o seguinte:

189



Com n = 20, obtemos:

Figura 218
4, Exercicios v
A
o B *
Figura 219

4.1. O ponto A descreve o eixo dos x, enquanto que B
descreve o eixo dos y. A drea do tridngulo AOB ¢ constante
e igual a 600. Construa a envolvente das rectas AB.

4.2. Seja um circulo de centro O e raio R. Seja A um

ponto tal que OA = —a. A qualquer ponto P do circulo
associamos a recta A , mediatriz de AP.

190

Consideremos OA como eixo dos x,,.
A recta A tem por equagio:

a+ xp R? - g2
y=—(——) X + —_—
yp 2yp

onde x, ¢ y, designam as coordenadas de P, e R o raio do circulo.
Construa a envolvente destas rectas.
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19
AS CONCHOIDES
Seja C uma curva plana. Escolhamos um ponto O, um
comprimento L, e associemos a qualquer ponto M da curva

C os pontos P, ¢ P, da seguinte forma:

-~ P, e P, pertencem a recta OM e encontram-se situados

de um lado e de outro de M;
— Temos MP, = MP, = L.

©)

Figura 220

Definimos assim uma nova curva, chamada conchdide, a
partir da curva C.

1. A conchodide de uma recta

1.1. Seja A uma recta ¢ O um ponto que ndo pertence
a ela. Considerando que H designa a projecgdo ortogonal de
O sobre A . teremos OH = d.

192

Consideremos como eixo as rectas OH e Oy, paralela a
A passando por O.

YA A
P OH = d
MP, = MP2 =/
M
R
2] Figura 221
6] H X

Designemos por y a ordenada de M. As coordenadas de
P, séo:

d + L cos 8
d + L sen ¢

as de P, sdo:

d — L cos 8
d — L sen 6

Q programa que permite tracar a conchéide da recta é o
seguinte:
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Neste programa, o angulo ¢ ¢ representado pela varidvel
T; os numeros 52 ¢ 115 foram obtidos fazendo PRINT Y, ¢
em seguida ENTER, quando ocorre uma mensagem de erro
indicando que foram ultrapassadas as capacidades aritméticas
do computador (inicialmente, tinhamos na linha 30: FOR
Y = 0 TO 88, e na linha 100: FOR Y = 0 TO 200).

As linhas 80 e 150 mostram que a simetria relativamente
ao eixo dos x foi utilizada.

Vejamos a curva obtida:

E ze Figura 222

1.2. Historicamente, a conchéide de uma recta foi definida
e utilizada pela primeira vez pelo gedmetra grego Nicomedes
no século III a.C.

Nicomedes serviu-se desta curva para tentar resolver 0
problema da divisdo de um angulo em trés partes iguais recor-
rendo a instrumentos simples, a régua e 0O compasso.

1.3. Em coordenadas polares, a equagao de Nicomedes ¢€:

r = 4 + b
cos 6
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2. A conchdide de um circulo

21 Seja um circulo de centro C, raio R, e seja L um
comprimento qualquer:

YA

o]

()
Thooemoaaan
o

Figura 223

Facamos CO = d e tomemos C : .
como origem d
de coordenadas. & o sistema

As coordenadas de M sio:

XM = R cos 6

ym = R sen ¢
Como
tg a = W
OH
obtemos:

a =arctg <~—)(T:,%_d——>
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As coordenadas de P, sdo entdo:

Xy = xy + L cos «
y1 = yu + L sen o

as de P, sédo:

X, = Xy — Lcos o
Y2 = ym — L sen

No programa que se segue, a € designadopor A ¢ § port.

(.

2.2. Se se considera o ponto O sobre o circulo, obtemos

o caracol de Pascal.

Para esta curva, considerdamos R = 30, d = —~ 30 e L = 40.

O caracol de Pascal foi. assim chamado por Roberva}, em
honra do pai de Blaise Pascal. A equagdo desta curva é:

r=2Rcos § £ L

Figura 224
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2.3. Considerando ainda O sobre o circulo mas com
L = 2R, obteremos uma cardidide, curva ja estudada no capi-
tulo 16.

3. Caso geral

3.1. Seja C uma curva plana, e O um ponto qualquer
de plano. Consideremos conhecida a equagio de C relativamente
a um sistema tendo como origem O.

Escolhamos um comprimento L qualquer.

E entdo facil obter a conchéide da curva C:

(2% ESEC R N

F

T T

17 S
Figura 225

Ead R L TP

I

Em coordenadas cartesianas, as coordenadas de P, e P,
s40 respectivamente:

Xy = Xy + L cos 8 X, = Xy — L cos 6

Yi = ym = L sen 6 Yy = yu — L sen 6

Em coordenadas polares, estas coordenadas transformam-se
em:

x; = (r+L) cos 8 X, = (r—L) cos 0

y; = (r+L) sen 6 y» = (r—L) sen 4
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3.2. Exemplo 1

Construamos, relativamente a O, a conchéide de uma hi-
pocicldide de quatro pontas de equagdes:

x = 40 cos > t

40 sen 3 t

«
I

Y s Figura 226

Esta curva foi obtida considerando L = 40.

O programa ¢é o seguinte:

3.3. Exemplo 2

Construamos agora a conchéide de uma nefrdide de equa-
coes:

198

X =45sent — 15 sen 3 t

y:

45 cost — 15 cos 3 t

Figura 227

utilizado

Fazendo algumas alteragdes nas linhas 19 e 20 e acrescen-
tando a linha 100, obteremos o motivo seguinte:

Figura 228
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4. Exercicios

4.1. Represente uma conchéide de Nicomedes e um caracol
de Pascal utilizando as respectivas equagdes em coordenadas
polares.

1 4.2. Substitua, nas linhas 90 e 110 do programa do para-
grafo 2.1, os senos por co-senos.

4.3, Tente construir um programa que desenhe a conchéide
de um tridngulo, e depois de um quadrado.

4.4, Utilize o programa do pardgrafo 2 para obter a con-

chéide de um circulo no caso mais geral (por exemplo,
R = 30,d = — 50 e L = 40). Que poderd constatar?
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CURVAS E MOTIVOS HIBRIDOS

Neste capitulo indicaremos alguns procedimentos simples
que nos permitem criar grafismos interessantes.

1. Os motivos em escada

Seja uma curva C, e sejam P, P,, Ps,..., P, n pontos
desta curva.

Gracas a instru¢io DRAW, podemos tracar facilmente seg-
mentos paralelos e com o mesmo comprimento a partir dos
pontos Py, P,,..., P,.

1.1. Exemplo 1

Consideremos a funcio:

y=50+6(}sen< ;‘SX )

Representemos esta fungdo para 20 < x < 200:

Substituamos a linha 30 pela seguinte:
30 PLOT x,y: DRAW 50,30
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Obtemos o seguinte:

Figura 229

1.2. Exemplo 2
Seja 'y = 80 + 60 sen (—5—5—-—) para 20 < x = 60.

Utilizando de duas maneiras diferentes a instrugio DRAW,
obtemos o desenho seguinte:

Figura 230

2

O programa é o seguinte:

202

1.3. Exemplo 3

Com uma elipse simples, o resultado obtido é bastante
estético:

Figura 231

.2. Molas

Seja C uma curva e P, P,,..., P, n pontos desta curva.
Cada um destes pontos serd o centro de um circulo ou

de um arco de circulo.

X

2.1. Exemplo 1

Seja um trifélio regular de centro C = (128,88) e de
equacdes:
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O resultado € o seguinte:
x = 128 4+ 40 cos 2 t — 20 cos t

e
y = 88 + 40 sen 2 t + 20 sen t
Faremos variar t entre 0 e 2 = com um passo de 0,1.

Cada um dos pontos assim obtidos serdo centro de um circulo
de raio 16:

== T ' ' Figura 233

Obteremos o desenho seguinte:
3. As curvas hibridas

by No mundo animal, tal como no mundo vegetal, acontece
que por cruzamento de duas espécies vizinhas é possivel obter
um individuo hibrido cujas caracteristicas sdao uma mistura das
dos pais.

Por analogia, vamos chamar curva hibrida a uma curva
C obtida a partir de duas curvas C, e C,.

Para construir C, escolheremos um ponto M, = (x;,y;)
sobre C, € um ponto M, = (x,,y,) sobre C,; depois, recorrendo
a um calculo arbitrdrio, definiremos as coordenadas x e y de

um ponto M de C a partir dos nimeros x,;, y;, X; € y,.

&g

N
%

vg(

g i

‘8“:;{3;@{@3 T
V= sl

NN g )

o
)
=

Figura 232

2.2. Exemplo 2
3.1. Exemplo 1
T X
j = 80 + 60 sen (——-—) com 60 < x < 150. '
el y ° 45 Consideremos um trevo de quatro folhas de centro O,
assim como um circulo também com esse centro, de raio 50.

Fagamos variar x com um passo igual a 0,5. Para t variando entre 0 e 2 w radianos, teremos:
Em cada um dos pontos obtidos vamos tragar um arco
de circulo de medida w . Xx; = 50 cos t cos 2t
y; = 50 sen t cos 2t
X; = 50 cos t
y, = 50 sen t
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Definamos x ¢ y da seguinte maneira: Seja ainda um circulo de centro O, raio 50, definido por:

=YX EXT e y= 3ty X, = 50 cos t
2 2 y, = 50 sen t
Facamos:
X = X + Xy
2
e
Nty
y 2

,‘.
L}

.. Obtemos a seguinte curva:

N ot
""" N
S

Figura 234 /

AN e
3.2. Exemplo 2 \/

Consideremos uma hipocicléide de centro O definida por:

x; = 50 cos® t Figura 235

y; = 50 sen’ t para0 <t <2 7w,
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3.3. Exemplo 3

Consideremos agora uma cardidide dfinida por:

x; = Rcos t
yi = Rsent
com
R =50 (cos t — 1)
< 2w.

para 0 <t

A segunda curva serd um trevo de quatro folhas definido por:

X, = 50 cos t cos 2 t
y2 = 50 sen t cos 2 t

Fagamos x = x; e y = y;:

Obteremos:
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Substituamos agora a linha 70 do programa pela seguinte:

70 PLOT 128 + x,, 88 + vy,

Obteremos a curva seguinte:

ally
s
s {
/ :
!( \"‘ﬁ-__b_
—'—‘.'.—=—_—

i -
\i
NN

Figura 237

lativamente
ainda rodar o conjunto de 90° relativamente a este centro.

Figura 236

Isto sugere-nos completar esta curva por uma simetria re-
a vertical passando pelo centro do visor. Podemos

Suprimimos no programa as linhas que se tornaram initeis.
Obtemos deste modo um retrato de «extraterrestres:

Figura 238
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4. Pseudo-coénicas

Sejam C; e C, duas curvas planas.

Escolheremos um ponto M; de C; € um ponto M, de C,,
construindo em seguida o segmento de recta MM,.

4.1. Exemplo 1

C, é uma elipse ¢ C, reduz-se a um ponto.

P

Figura 239

4.2. Exemplo 2

Consideremos agora duas elipses C; ¢ C, com as mesmas
dimensoes.

M, é simétrica de M, relativamente ao centro do visor.
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Vejamos o desenho obtido:

KUY Y 7
N (a{f’;"" "."."“"i»;-*

Figura 240
i s »
4.3. Exemplo 3 & /: AR
P Z{’(IJ{J AR R .}:'-\- N
C, € a curva de equagio:

y=50+30sen—“)i—- + (_BX
200) 50 sen 50)

\
)

C, € a curva de equagdo: y = 80 + 30 cos

Figura 241
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UMA TRANSFORMACAO INVARIANTE:
A INVERSAO

1. Um pouco de cartografia

Como representar num plano a superficie esférica da Terra?

Depois de Mercator (1512-1594) e da sua primeira cartd
do mundo em 1538, muitas foram as solucdes encontradas;

A projecgao estereogrifica é uma delas: ndo deformando
os angulos, ela conserva a forma dos contornos na vizinhanga
de cada ponto. O principio usado € o seguinte: escolhe-se um
ponto P na superficie da Terra, o ponto de vista e associa-se
gragas a ele um ponto M’ a qualquer ponto M da superficie
terrestre.

M’ é o ponto de encontro da recta PM com o plano
tangente em P’ a esfera terrestre.

Figura 242
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E facil ver que no tridngulo rectangulo PP’M’ temos
PM x PM’ = d? designando d o didmetro da Terra.

A projecgdo estereografica pertence a um tipo particular
de transformacgdes, as chamadas invariantes, que conservam o
valor dos angulos.

2. A inversao plana

2.1. Seja C uma curva plana. Escolhamos um ponto P
e um ndmero k nido nulo.

Associemos a cada ponto M da curva C, distinto de P,
um ponto M’ do plano tendo em conta as duas condig¢des
seguintes:

— M’ esta situado na recta PM:

— Temos PM x PM’ = k

Pode-se assim transformar a curva C numa curva C’:

©)

© Figura 243

A transformagdo assim definida é chamada inversio de
polo P, e razio k. Notemos que a projecgio estereografica é
uma inversdo, mas no espago.

2.2, Refiramos o plano a uma origem O e designemos
por x, e y, as coordenadas de P, por x; € y; as de M e
finalmente por x, e y, as de M’.

O célculo mostra que:
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k(xl_xp)
Xy = Xy +
2 (% — %" + (1 — ¥p)*
K (y1 — ¥p)
Yoa=Yy1+ ! L

2 3
(Xl - Xp) + (Y1 - Yp)
3. Inversido de um circulo
Determinemos o inverso de um circulo de centro C =

= (128,88), de raio R = 40, em alguns casos diferentes.
O programa usado é o seguinte:

3.1. Primeiro caso

O polo P coincide com o centro do circulo.
Com K = 900, obtemos como imagem um segundo circulo

concéntrico do primeiro:
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3.2. Segundo caso

O polo P encontra-se sobre o circulo. Obtemos uma recta:

H

O desenho foi feito com k = 1000, x, = 88, y, = 88.
3.3. Terceiro caso
O polo P nao pertence ao circulo; é distinto do centro.

Para x, = 60 y, = 88 ¢ K = 1000, obteremos novamente
um circulo:
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4. Inverso de um quadrado

Consideremos um quadrado ABCD de lado 40 e centro
(128,88).

O programa que se segue permite obter o inverso de um
quadrado, executando uma inversao de polo (x,, y,) e razio k.

Neste programa, as coordenadas de um ponto do quadrado
séo designadas por x e y e ndo por x; e y;. Isto deve-se ao
facto de os ciclos FOR/NEXT néo aceitarem nomes de variaveis
com mais de uma letra.

YP=88 _ . Figura 244

216

® =9°aa : Figura 245

K=2008 Figura 246

5. Inversas de algumas curvas
5.1. Seja C uma hipocicl6ide de equacgbes

X; = 128 + 50 cos® t
y1 = 88 + 50 sen® t

om0 <t < 2 %,

Conforme os valores de P e k escolhidos, poderemos obter
formas bastante diferentes
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Figura 247

-'..

XP=128
Yp=88

K=2509
e g N

XP=100

YP=88

K=4900

Figura 248

XP =200 ' Figura 249
YP=60
K=5000

O programa ¢ o do pardgrafo 3 ao qual acrescentamos,
nas linhas 70 e 80, as alteragoes necessdrias para redefinir X,
e y;, retirando as linhas 40 e 50.

5.2 Consideremos agora um trif6lio regular de centro
(128,88), definido por:

X; = 128 + 40 cos 2t — 20 cos t
y1=88+4OSen2t+ZOSent
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Modificaremos uma vez mais as linhas 70 e 80.
Vejamos as curvas obtidas nos trés casos:

XP=128
YP =88
K=1000

Figura 251

XP=200
YP =88
K=1080Q

6. Exercicios

Figura 250

Figura 252

6.1. Construa a imagem de um segmento de recta paralelo
ao eixo dos y através de uma inverséo de polo P e razédo k.
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6.2. Seja C; o circulo de centro O; = (128,88) e raio
R, = 40, e seja C, o circulo de centro O, = (178,88), de raio
R2 = 30 )

Faremos d = 0,0, = 50.

1) Verifique que d?> = R? + R3; os dois circulos sio ditos
ortogonais.

2) Um dos dois pontos de intersecgdo de C; e C, tem
por coordenadas

2
X::_.B_l__=32
e d
- _RR
y d

relativamente a um sistema de coordenadas de origem O;.

Calcule as coordenadas deste ponto P relativamente ao
sistema do espago-visor.

3) Trace as imagens dos circulos C; e C, na inversdo de
centro P e razdo k.

6.3. Sejam A e B dois pontos distintos tendo como imagens
os pontos A’ e B’ numa inversdo de polo P, razio k.

Verifique que, em geral, A, B, A’ ¢ B’ pertencem a um
mesmo circulo.

6.4. No programa que permite tracar a.inversa do trifélio,
considera x, = 100, y, = 70 ¢ k = 800.

6.5. A qualquer ponto (x,y) fagamos corresponder um
ponto P’ definido por:

x* = log (Vs + y°)

peowes ()

Qual é a imagem de um circulo? De uma hipocicléide de
quatro pontas? Note que deverd usar as fungbes LN e ATN
da linguagem Basic.
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MINI-LOGO

1. O rato e a tartaruga

Inventada ha alguns anos por Seymour Papert, a Logo ¢
uma linguagem de programagdo original, muito diferente da
Basic no seu espirito e funcionamento.

Na sua parte grafica, a Logo permite comandar os deslo-
camentos no visor de um cursor chamado «tartaruga gréfica».

As instrugdes de comando sio muito simples: avanga, recua,
vira a direita, etc.

Por definicdo, parece dificil obter os mesmos resultados
em Basic. Por exemplo, e ao contrdrio da Logo, a Basic nio
¢ uma linguagem recorrente: ndo permite definir uma noc¢ao
(ou melhor, um procedimento) recorrendo a ela propria.

E portanto por uma questdo de modéstia que tentaremos
aqui controlar os movimentos de um rato, e nao de uma tar-
taruga, no pequeno programa que se segue.

Poderemos mesmo assim obter tragados muito diferentes.

2. O principio de movimentacdo do rato

E o mesmo que se utilizou nos capitulos 5 e 6.

Suponhamos que o rato se encontra no visor no ponto
Sy, cujas coordenadas sio x, e yi: 0 rato olha entio numa
determinada direcgdo, caracterizada pelo 4ngulo o que faz
com a margem horizontal do visor.
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Figura 253

O rato pode entdo deslocar-se de um comprimento L na
direccdo em que olha: chegard assim a S, e continuard a olhar
na mesma direcgéo.

S, terd as coordenadas
X, = X, + L cos
y2 = y; + L sen
O rato pode igualmente rodar no ponto onde se encontra:
vira-se entdo para a esquerda ou para a direita de um angulo 8.

Depois de ter rodado; olhard numa direcgio que faz um
angulo « + B com a horizontal.

Figura 254
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O rato pode igualmente efectuar quatro tipos de saltos:
para cima, para baixo, para a direita e para a esquerda.

Depois de ter saltado, continuara a olhar na mesma direcgio
que anteriormente:

Figura 255

3. As primitivas do programa

Por primitiva, entenderemos uma instrugdo que permita
deslocar o rato.

Estas primitivas sd0 em ntmero de dez. Cada uma sera
designada por duas letras seguidas de um nimero com o0 maximo
de trés algarismos.

AV n: o rato avanc¢a n unidades de comprimento na direcgdo
em. que olha.

RD B: o rato roda, no mesmo ponto, para a direita de
um angulo 8.

- RE B: o rato roda, no mesmo ponto, para a esquerda de
um éngulo 8.

AC n: esta instrugdo nio provoca qualquer deslocamento,

mas acrescenta n unidades ao comprimento do deslocamento

‘seguinte.

DI n: do mesmo modo, esta instruc¢io diminuir4 n unidades
ao comprimento do deslocamento seguinte.

SC n: faz passar o rato da posi¢do x,y para a posi¢do X,
y+n, saltando, portanto, para cima.

SB n: salto para baixo de n unidades.

SD n: salto para a direita de n unidades.
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SE n: salto para a esquerda de n unidades.
RP n: esta instrugio provoca a repeticdo da sequéncia de

instrugoes anterior. Deve ser colocada no final da lista de
instrucoes.

4.

Estrutura do programa
4.1. As varidveis

X, Y : coordenadas da posigdo do rato.

A : Designa o angulo o .

B : designa o angulo 8.

K : ndmero de instrugdes da sequéncia.

F : nimero de repeticdes a efectuar.

A$ (i) : cadeia de 5 caracteres que contém a instrugdo

ndmero i.

R$, B$, C$ : cadeias de caracteres auxiliares que permitem

a subdivisiao de AS$(i).

N(i): nimero correspondente aos caracteres nimeros 3, 4

e 5 da cadeia A$ (i).

E : modificacio do deslocamento de comprimento inicial L.
L : comprimento do deslocamento.

4.2. O programa

O programa engloba cinco partes:

Linhas 10 a 40: caracterizacdo da posicdo de partida.
Linhas 50 a 210: entrada de instrugoes.

Linhas 220 a 470: leitura das instrugdes e execugao destas.
Linhas 480 a 520: impressdo da dltima posi¢do ocupada,

assim como da direcgdo correspondente.

Linhas 530 e 540: se se desejar, encadeia-se um nove

desenho a partir da Gltima posicdao do precedente.
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23
CURVAS FRACCIONARIAS

Muitas nogdes relativas as curvas eram consideradas como
simples e evidentes até ao inicio do século XIX. Por exemplo,
nenhum matematico dos séculos XVII e XVIII punha em divida
o facto de uma curva continua admitir uma tangente em cada
um dos seus pontos, exceptuando talvez alguns pontos singulares.

Bolzano (1781-1848), Riemann (1826-1866) e sobretudo
Weierstrass (1815-1897) foram os primeiros a demonstrar que
existem efectivamente curvas continuas sem tangentes. Von
Koch (1870-1924) apresentou, em 1904, um processo explicito
de construgdo destas curvas. Pelo seu lado, Peano (1858-1932)
construiu uma curva continua capaz de preencher todo um
quadrado, pondo assim em causa a nogdo de dimenséo.

As curvas de Von Koch e Peano sdo aqui designadas
fracciondrias, por terem uma dimensdo fracciondria.

1. Principio da representacéo

Nenhuma das curvas de que trataremos neste capitulo pode
ser construida com rigor, mas todas elas podem ser obtidas
com alguma aproximagdo recorrendo a uma sequéncia de po-
ligonos Py, P,,... Py

Esta sequéncia € construida por recorréncia, isto €, obtendo
uma aproximacio cada vez maior: definem-se as caracteristicas
de P,,, a partir das de P,.

Estas caracteristicas sdo codificadas sob a forma de uma
cadeia de caracteres de acordo com o método exposto no
capitulo 6: utilizaremos a letras D e G para designar uma
mudanca de direccdo para a direita ou para a esquerda.
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2. A curva de Von Koch

Esta curva ndo pode ser definida simplesmente por uma
equagdo ou uma propriedade geométrica.

Para construir a sequéncia de poligonos Py, P,, P,,..., uti-
lizaremos os factos seguintes:

1) P; € um tridngulo equilateral cujos lados tém um com-
primento L.
2) Passa-se de P, a P, substituindo cada lado de P, por

quatro segmentos com 0 mesmo comprimento, como se indica
no desenho seguinte:

Figura 262

Isto equivale a comegar e terminar a codificacio de P,
pela sequéncia DGD, e intercalar esta mesma sequéncia entre
duas letras consecutivas da codificagdo de P,. Por exemplo,
sendo P; codificado GG, P, serda DGD G DGD G DGD.

A letra D corresponde a uma mudanga de direccio de
™ /3 para a direita, enquanto que a letra G corresponde a
uma mudanga de direccio de 2w /3 para a esquerda. ’

3) O poligono P, tem um lado cujo comprimento é

= L
n 3n-1

Estes resultados sdo obtidos facilmente por recorréncia.

Por exemplo,

L L
L,= = Lo = ou seja,
3 9 27

33
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No programa que se segue, obteremos o tragado de P, N=2 /\
/

definindo n no inicio do programa.

) Figura 264

== s Figura 265

3. A primeira construgdo de Peano

Vejamos alguns aspectos -desta curva: O processo de construgdo desta curva é explicado pelos
Nel dois desenhos seguintes:
/{\ L) h 4 8
f') \\ 2 @
A e
A
Fi 263 Figura 266 - Esquerda: um quadrado qualquer ¢ dividido em 9 quadrados
igura iguais. A é o vértice inicial, B o vértice final. Direita: Cada um dos nove

quadrados é por sua vez dividido em nove quadrados, etc.
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Para construir a sequéncia Py, P,, P;,... utilizaremos as
seguintes trés conclusoes:

1) Ao codificar P, partindo de A para B, obtemos a
sequéncia GDDD GGGD, onde G corresponde a uma mudanga
de direcgdo de w /2 para a direita.

2) Passa-se da codificagdo de P, para a de P, intercalando
a sequéncia GDDD GGGD entre duas letras consecutivas do
cédigo de P,.

3) Se L designa o comprimento de um_lado do quadrado
inicial, o lado de P, terd o comprimento L V2/3". Este resultado
¢ obtido facilmente por recorréncia. Por exemplo,

Lol oL
27 3

Tendo isto em conta, podemos modificar o programa an-
terior e obter o seguinte:
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== k= Yo

da primeira curva de Peano:

Figura 267

Figura 268

Figura 269
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Mais do que estes desenhos, convird visualizar o tragado
enquanto € feito; obtém-se assim uma melhor compreensdo da
curva de Peano.

4. A segunda curva de Peano
A sequéncia Py, P,, Ps,... é assim definida:
1) P; é um quadrado de comprimento L.
2) Passa-se do poligono P, ao poligono P,.; substituindo

cada lado de P, por trés novos segmentos, como Sse mostra
no desenho seguinte:

Figura 270

Os trés novos segmentos AC, CD e BD tém o mesmo
comprimento.
Como AC? + CM? = AM?, obtém-se facilmente

AB
Vs

3) Resulta daqui que o comprimento de um lado de P,
é igual a

AC =

- L
(V3!

4) Passa-se da codificacdo de P, para a de P, intercalando
GD entre cada letra do cédigo de P,, e acrescentando esta
mesma sequéncia no inicio e no final da codificagio.
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5) Como tg o = 1/2, o = arc tg 0,5.
Resulta daqui que a direcgdo inicial é igual a

—-—;—— - (n—1)arctg0,5

Modificando uma vez mais o primeiro programa, obtemos
o seguinte:

J 0 CRCE] o fo.
4.
i
1

i
1
11

T

Vejamos alguns exemplos dos poligonos que é possivel
obter:

235



l\w
Figura 271
N=3
Figura 272
WNal
Figura 273

5. Exercicios
5.1. No programa do parégfafo 4, acrescente W /2 apOs

as instrugbes DRAW, nas linhas 160 e 230, de modo a tragar
arcos de circulo em vez de segmentos de recta.
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5.2. No programa do pardgrafo 2, efectue as seguintes
modificagdes:

Linha 20: GGG em vez de GG

Linha 70: DGGD em vez de DGD
Linha 90: DGGD em vez de DGD
Linha 110: w /2 em vez de 2 w /3.
Linha 200: — w/2 em vez de — w /3.
Linha 210: w/2 em vez de 2 = /3.
Considere x = 150, y = 50 ¢ L = 150.

5.3. Ainda no programa do pardgrafo 2, substitua na
linha 20 a cadeia GG pela cadeia GGGGG e, nas linhas 70
e 90, DGD por GDG.

Considere L = 120, x = 200.
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ELIMINACAO DE PARTES ESCONDIDAS

Consideremos o desenho seguinte:

Figura 274

Para executar este desenho, utilizdmos trés circulos, uma
cardi6ide e duas quadricas piriformes (ver os capitulos 14 e 16).

Estas curvas foram «rectificadas» gragas ao programa de
rotagbes do capitulo 11. :

Eliminando as partes escondidas do desenho, obtemos uma
«natureza morta com fruta»:
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Figura 275

~Nao existe nenhum algoritmo geral para proceder a elimi-
nagao das partes escondidas. Contentar-nos-emos portanto com
a indicagdo de alguns dos métodos possiveis.

1. Método n.c 1

1.1 Consideremos um motivo simples:

Figura 276

O_motivo € composto por dois circulos, com supressio do
arco AB:
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Figura 277
Escolhamos C, = (128,88), C, = (190,88), R; = 50 ¢ R, = 30.

1.2 Construamos primeiro um programa que permita tragar

os dois circulos.
O primeiro circulo serd obtido gragas a uma instrugao

CIRCLE; o segundo sé-lo-4 gragas a uma representagdo para-
métrica dependente de um éngulo t compreendido entre 0 e
2 w radianos.

]
K]

1.3 Executemos agora o programa. Depois de tracado o
circulo C,, o circulo C, é-desenhado ponto por ponto a partir
do ponto D. :

Gragas 2 ordem BREAK, podemos parar O programa no
momento oporiuno; € entao possivel, escrevendo PRINT T e
depois ENTER, obter o valor do parametro t no momento
da paragem.

Obtemos assim t; = 2,22 e t, = 4,08.

Podemos agora rectificar o programa:
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2. Método n.c 2

2.1 Seja Cum ' . )
f(x,y) = 0. ! a curva plana, fechada e simples de equagéo
Recordemos, usando dois esbogos, o
curva simples: ¢0s, 0 que entendemos por

A
i : Figura 278 8

Esquerda: Curva simples. Direita: ao si

: . eita: -Curva nio simples, com doi

. - . 0

intersecgdo sobre si mesma. pes s pontos de

A curva Cdivide entdo o plano em trés regides diferentes.

© c

®

Figura 279

Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano: teremos

f (x,y) = 0 se P pertence a curva C; f (x,y) serd positiva ou
negativa cpnforme P pertenca a uma ou outra regido.

_ Para identificar o sinal de f (x,y) em cada uma das duas
regides, basta um teste.
~ Consideramos, quando possivel, o ponto (0,0): se £(0,0)
¢ por exemplo estritamente positiva, 0 mesmo acontecera pa;ra
todos os pontos da regifo.
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2.2 Apliquemos esta conclusio ao desenho do paré-
grafo 1.1

A equagdo do primeiro circulo €

f(x,y) = (x—128)* + (y—88)*> — 50 = 0

Temos

£(0,0) = 128 + 88% — 50°
pelo que £(0,0) € positiva e o exterior do primeiro circulo é
caracterizado por f(x,y) > 0.
O programa é o seguinte:

3. Método n.o 3

3.1 A fungio POINT (X,Y) permite saber se o pixel de
coordenadas X e Y se encontra ou nao marcado a tinta no
visor. Conforme o caso, POINT (X,Y) valerd 1 ou 0.

Podemos, em alguns casos, utilizar esta fungéo para eliminar
as partes escondidas do desenho.

3.2 Consideremos o caso de uma recta A escondida par-
cialmente por um rectdngule ABCD.

Pa
A P, B

Figura 280

Py
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A recta € tragada gracas a um ponto mével M de coorde-
nadasx ey. P, € escolhido como ponto de partida do tragado.

Quando M se encontra em P,, considera-se d = 0.

Quando M estd em P;, POINT (X,Y) = 1 e d vale entdo
1; o tracado ¢é interrompido.

Quando M atinge P,, POINT (X, Y) = 1 novamente, e
d vale 2: o tragado recomega. ,

M

3.3  Exemplo

Figura 281

O programa € o seguinte:

3.4 O. método sé dificilmente pode ser usado para linhas
que ndo sejam rectas.

Isto deve-se essencialmente a duas razdes:
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1) No visor, a intersec¢do de duas curvas ndo € necessa-
riamente reduzida a um sé pixel;

2) Quando se calculam as coordenadas de um novo ponto
da curva a tragar, pode encoritrar-se um ponto ji mar-
cado, o que falseia a informagdo dada por POINT.
Exercicios

Desenhe cada um dos motivos seguintes:

1) Verifique que os anéis ndo estdo entrelacados.

Figura 282

2) 3)

HEERN

Figura 283 Figura 284
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TRACEJADOS, COLORAGOES

Para colorir ou preencher a tracejado uma superficie limitada
por uma curva C fechada e simples, existem diversos métodos.

Cada um deles apresenta vantagens e inconvenientes, o
que significa que, quando ¢ possivel escolher, prefiramos natu-
ralmente o método mais rapido.

Estes diversos métodos serao explicados através de casos
particulares.

1. Uso de macro-instrucdes

Em certos casos (quadrados, rectangulos, etc.), as macro-ins-
trugdbes DRAW e CIRCLE permitem muito rapidamente obter
boas coloragbes de maneira relativamente répida.

1.1 Coloragio de um quadrado

Seja um quadrado de centro G = (x,, y,), de lado c,

“sendo os lados paralelos aos eixos. Para obter um quadrado

deste tipo, bastar-nos-a tragar, a partir do centro, quadrados
concéntricos.

T
H

245



1.2 Colorag¢ao de um rectingulo

Seja um recténgulo de centro G = (X,, y,), de comprimento
L e largura k, cujos lados sdo paralelos aos eixos.

A

yG I

Figura 285

N

° Xa
Para colorir este rectangulo tragaremos segmentos horizon-
tais, por exemplo P,P,.

1.3 Coloragdo de um anel

*....-_-«.,.

Figura 286
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A partir do centro C = (x, y.) tracaremos circulos con-
céntricos.
Escolhemos um passo suficientemente pequeno.

Com s = 0,1, obtemos o seguinte:

Figura 287

1.4 Coloragido de um disco

Sefa um disco de centro C= (x,, y,) e raio R. Escolhamos
trés pontos que saibamos pertencerem ao disco: A, B, C.

Para cada ponto P do circulo, faremos tragar os segmentos
AP, BP e CP (o que obriga evidentemente a uma construgiao
do circulo, ponto por ponto).
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Figura 288

O resultado depende evidentemente do passo escolhido:
obtém-se um resultado bastante bom com um passo de 0,05,

2. Definicdo de dois coﬁtornos opostos

2.1 Seja F uma figura limitada por um contorno C. Su-
ponhamos que é possivel diferenciar facilmente um rebordo
superior € um rebordo inferior nesta curva C, gragas a um
corte AB. ©

Figura 289
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Bastard tragar o segmento varidvel P,P,, obtido consideran-
do P; no contorno superior ¢ P, no contorno inferior, para
colorir a figura F.

Na pritica, este método seré usado sistematicamente quando
um dos dois contornos é um segmento de recta. Naturalmente,
em vez de um contorno superior ¢ de um contorno inferior,
poderemos utilizar em caso de necessidade um contorno direito
e um contorno esquerdo.

2.2 Exemplos
Consideremos um arco AB de medida o , centro C =

(Xc» ¥o) € raio R, disposto da forma indicada no desenho
seguinte, com o < 1809°:

Y)\
Py B = (180° — a)/2
Xa = Xc + Rcos B
YB|....B A Ya = Yo + RsinB
RS N Py
yc S 1 !
1 H :
| H 1
! ! i
| : |
H H !
o XB xC. 7
Figura 290

2

O programa é o seguinte:

™

X1l
m
1%
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3. Uso de uma simetria

Se a curva C que limita a figura a colorir apresenta uma
simetria, podemos facilmente adaptar o método precedente.

3.1 Consideremos por exemplo uma elipse de centro
) C = (X ¥.), eixo maior 2a e eixo menor 2b.
Com um passo s = 0,01, obtemos o seguinte: Vamos supor estes arcos paralelos as margens do visor.
A elipse apresenta uma simetria relativamente ao eixo maior
AA’; poderemos portanto definir, para um mesmo valor do
pardmetro t, as equagdes:

X =X, + acost
y =y.+ bsent

I

e dois pontos P, = (x1, y)) e P, = (xp, y,):

Y

1
Ye ____A 8 Y2 = 2y, — ¥,
Figura 291 |
P2

Mas com um passo s = 0,1, obteremos tracejados verticais:

x
XC

) Figura 293

Quando P, descreve a semi-elipse superior, P, descreve a
semi-elipse inferior.
O programa ¢é o seguinte:

A,

Figura 292
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Para um passo igual a 0,01, obtemos uma boa coloragéo:

Figura 294

3.2 Para obter um tracejado vertical, basta modificar o
passo s. Com s = 0,2, obtemos o desenho seguinte:

Figura 295

Os tracejados ndo sido equidistantes.

4. Uso da instrucdo POINT

4.1 Esta instrucdo j4 foi referida no capitulo precedente,

paréagrafo 4.

252

S6 pode ser utilizada para colorir um dominio plano, tendo
como fronteira uma curva fechada simples e, na condicdo de
este dominio ser convexo. O desenho seguinte explica esta nogio:

Figura 296 - Quaisquer que sejam os pontos M, e M,, o segmenio M,
e M, encontra-se sempre no interior da curva C.

Se o dominio a colorir ndo corresponde a esta condicdo,
serd necessdrio decompo-lo em varias regies convexas.

4.2 A curva C deve ser tragada de tal modo que seja
continua; isto supde que o passo escolhido é suficientemente
pequeno.

4.3 Seja C uma curva satisfazendo as condigdes citadas.
Pode sempre encontrar-se um rectangulo que a contenha.

)
fl
[
P.

e _____

i i

! A : Figura 297
(0] a b X

O método de coloragdo consiste em varrer este rectangulo
da esquerda para a direita (ou de cima para baixo) usando
uma recta A
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Para cada posi¢do de A , determinamos as coordenadas O programa é o seguinte:
dos pontos P; e P, e tragamos em seguida, quando possivel,

o segmento PP,.
Para obter um bom resultado com estes tracejados, deve

N

verificar-se se o rectingulo ndo é tangente a curva C.

4.4 O programa engloba _duas partes: primeiramente a
que permite tragar a curva C (linhas 10 a 200); depois a que
efectua a coloragdo (linhas 210 a 310).

O programa contém uma pequena complicagdo, concreta-
mente a variavel d, pois a intersecgdo da recta A € da curva
C nio se reduz necessariamente a um lnico pixel.

‘ 4.6 Voltemos_ ao programa que preenche o hexagono e
45 Exemplo mtroc_iuzamos, .na'lmha 220, um passo (varidvel x); obteremos
tracejados verticais:

C ¢ um hexagono regular de centro (128,88) cujo lado
mede 40: utilizdimos o programa do capitulo 5 para tragar este
hexagono.

Figura 299

- Pa‘ra obter tracejados horizontais basta utilizar uma recta
gura A horlzontalz alteramos assim o papel das varidveis x e y a
partir da linha 210.
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O programa € o seguinte:

5. Tracejados diversos

5.1 Seja L uma curva fechada convexa e A uma recta
vertical.

Em geral, A corta L em dois pontos P; e Py

Py

Figura 300 P2
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Dividamos o segmento P;P, em virios segmentos iguais
de comprimento s, sendo s um comprimento fixo escolhido
previamente.

A medida que A varre o visor da esquerda para a direita,
os pontos de subdivisdo obtidos para cada posi¢cio de A vio
«desenhar» linhas.

5.2 Para desenhar a curva L, consideremos um circulo
de centro C = (x,, y.) € raio R. Um tal circulo deduz-se por
translagdo do circulo de centro O e raio R, circulo esse cuja
equagdo é x* + y2 = R2,

O programa € entdo facil de construir:

%L__ﬁf Y Figura 301

.

2) Acrescentemos a linha seguinte:

85 PLOT XC + H,YC + X

O
Q

Sempre com s = 4 %

Figura 302 :
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3) Substituamos finalmente a linha 70 pela seguinte:
70 FOR H = — S * INT (Y/S) TO S * INT (Y/S)

Sem a linha 85, obtemos um tracejado horizontal. Com
essa linha, obtemos uma rede:

v~ g

Figura 303

6. Exercicios

6.1 Colorir diversos poligonos regulares recorrendo a téc-
nica do pardgrafo 1.1.

6.2 Utilize a técnica do pardgrafo 2.1 para tracejar ver-
ticalmente um disco.

6.3 Utilize a simetria do circulo relativamente ao seu
centro para preenché-lo com tracejados inclinados a 45°.

6.4 Substituindo o rectangulo da figura do pardgrafo 4.2
por um paralelogramo bem escolhido, adapte o programa deste
paragrafo a fim de obter tracejados inclinados de um éangulo
a 2 horizontal.

6.5 No programa do paragrafo 3, linha 100, substitua Y;
por Y. e Y, por Y;.
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CONSTRUCAO DE PROGRAMAS

Poder-se-4 querer agrupar certos programas desta obra de
modo a dispor, num mesmo momento, de uma vasta gama de
possibilidades gréficas. Para que este agrupamento tenha ver-
dadeiramente interesse, € necessdrio que o programa obtido
seja interactivo.

Isto pressupGe a capacidade de «interrogar» o visor a fim
de conhecer, sem célculos, as coordenadas de certos pontos
do espago-visor. Neste capitulo, apresentaremos. um método
que permite fazé-lo, além de um exemplo detalhado.

1. Obtencado de dados no visor

O método usado € o de um conjunto de programas a que
chamaremos «arddsia magica».

Carregando nas teclas correspondentes aos ndmeros 5, 6,
7 e 8, provocamos o deslocamento de um ponto sobre o visor
respectivamente para a esquerda, para a direita, para cima e
para baixo.

. Este ponto ocupa uma posicdo que pode ser definida pelas

suas coordenadas x e y.

Bastara carregar, quando se quiser, na tecla com a letra
C para obter o valor destas coordenadas.
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As linhas 70 ¢ 90 sdo idénticas. Permitem a cintilagdo do
ponto (cursor), e sobretudo a sua mudanga de posi¢do sem
afectar o desenho que possa ja existir.

A instrugdgo PLOT OVER 1 ¢ tipica do Spectrum.

Noutros computadores, obter-se-4 um resultado semelhante
marcando e apagando alternadamente o ponto mével na cor
de INK e na cor de PAPER.

2. Um exemplo detalhado
Juntemos dois subprogramas numerados 1 e 2:

— o subprograma n.°c 1 é o do capitulo 3, pardgrafo 6.1.
Permite tracar um segmento conhecendo as coordenadas
X1, V1 € X, ¥, das respectivas extremidades;

— o subprograma n.° 2 é o do capitulo 7, paragrafo 1.3.
Permite tragar um. circulo passando pelos trés pontos
(1, Y1); (%2, ¥2), (X3, y3). Suponhamos que y;# y; €
Vi # Vs

As coordenadas necessarias podem ser fornecidas de duas

maneiras diferentes:

— opg¢do A: o utilizador conhece as coordenadas necessarias
e indica-as a0 programa: '
" — opgdo B: o utilizador ndo conhece as coordenadas e
deve portanto interrogar o visor.

Conseguir-se-a isto gragas a um terceiro subprograma, o
do pardgrafo 1, que permitird obter as coordenadas de um
ponto do espago-visor depois de colocar o cursor no local
apropriado.
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Abandona-se este subprograma carregando em S.

1.2 parte: envio ao «menu».

2.2 parte: subprograma que permite determinar as coor-
denadas de um ponto do visor. Carrega-se entio em
C. Para voltar ao programa principal, carrega-se em S.

4.2 parte: subprograma n.° 2.
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2.3 Consideremos a seguinte figura:

Figura 304

262

Escolhamos A = (40,40), C = (120,140) e F = (180,50).
Gragas ao programa ligamos sucessivamente B = (76,85)

e D = (136,116).
Depois de termos tragado os segmentos AD e FB, ligamos

E = (91,80).
Tracamos em seguida os circulos ABE, EFD, ACD e FBC.

P >

.

——
- T

Figura 305

Obtemos assim circulos concorrentes.

2.4 E evidente que o método pode ser utilizado para
mais de dois subprogramas. Juntando vinte subprogramas, ob-

temos um programa grafico bastante completo.
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ANEXOS
1. Algumas nocdes de Matematica
1.1 Medic¢do de dngulos
Os 4ngulos podem ser medidos em graus ou radianos.
Por defini¢do. 1 radiano = 360°/2 w.

Sejam a , ¢ a4 as medidas de um angulo em radianos €
em graus; teremos

O quadro que se segue indica alguns valores habituais.

Graus 30 45 60 90 120 135 180

Radianos e |4 w3 T2 {2w/3]|3n/M4 )

1.2 As fungdes trigonométricas directas

Consideremos um circulo de raio R. Demonstra-se que. 0
namero OH / R é independente do raio e apenas depende do
angulo « ; este nimero, compreendido entre —1 e +1, é o
co-seno do angulo o (escreve-se cos o ).
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X

Figura 306

Do mesmo modo, o nimero OK / R é o seno do 4ngulo
o (escreve-se sen « ).

Considerando tg o = sen a /cos o', definimos um terceiro
nimero, a tangente do angulo « .

O ciélculo de cos « , sen o e tg a pressupde o medido
em radianos.

1.3 As funcgdes trigonométricas inversas

No Spectrum encontram-se definidas trés:

ASN x: indica a medida, em radianos, do angulo compre-
endido entre —w/2 e + ©w/2, cujo seno € x.

Isto pressupée — 1 < x =1

ASN x designa o arco cujo seno € X.

Exemplo:

ASN 0,5 = 0,52359878 radianos

ACN x: designa o arco cujo co-seno € x; esta instrucdo
d4 a medida, em radianos, do angulo compreendido entre 0
e m cujo co-seno € X.

Isto supbe — 1 < x <1

Assim ACN 0 = 1,5705963 radianos.

ATN x: designa o arco cuja tangente & x;-esta instrugao
da a medida, em radianos, do 4ngulo compreendido entre
—Tw/2 e +w/2 cuja tangente € X.

Assim, ATN 1 = 0,78539816 radianos.
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1.4 Relagbes métricas no tridngulo rectangulo

X
Figura 307

Segundo o teorema de Pitdgoras

2+ y =22

As fungbes trigonométricas permitem escrever

X

= COS «
z
J = sen«
Z
y
=1 o
X :g

1.5 Outras fungées numéricas disponiveis em Basic

ABS x: indica o valor do nimero x

ABS (—-10) = ABS 10 = 10

INT x: d4 a parte inteira do nimero x.

INT (4,25) = 4, INT (0,6) = 0

Arredonda-se x para o inteiro mais proximo fazendo
INT (x+0,5).

Um inteiro x € divisivel, por exemplo por 2, se

INT (x/2) = x/2
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SGN x: d4 —1 ou +1 conforme o sinal de x.
SGN (-20,5). = -1

SQR x: d4, para x = 0, a raiz quadrada de x.

EXP x: d4 o valor do nimero e = 2,7182818 elevado a
poténcia x.

RND: dad um niimero ao acaso entre 0 (inclusive) e 1
(excluido). '

2. Equivaléncia das instrugdes basic

A linguagem Basic de um computador raramente é idéntica
a de outro, mesmo quando estes sdo compardveis em funcio-
namento € precgo.

Indicaremos as equivaléncias que permitirdo transpor sem
dificuldades os programas deste livro para um computador que
ndo seja o Spectrum. :

Estas equivaléncias serdo-dadas para o ORIC, TO 7-70
e MO 5, mas podem ser estendidas a outras méquinas.

2.1 As fungdes numéricas

— O argumento ndo utiliza paréntesis nos ZX; cos x, sen
T, etc.

Utilizam-se paréntesis no ORIC, TO 7-70, MO 5, COM-
MODORE 64; escreve-se portanto cos (x), etc.

2.2 As instrugoes grdficas.

a) Para marcar no visor um ponto de coordenadas x e
y, faz-se:

— PLOT x, y nos ZX;

— P SET (x,y),n no TO 7-70 e MO 35;

— CURSET x,y,n no ORIC.

Nos dois tltimos casos, o nimero n define a cor do ponto.

b) Para tracar o segmento que liga o ponto P; = (xy,
y;) ao ponto P, = (x,,y,), faz-se:

— PLOT x3,y;: DRAW x,—x;, y,—y; nos ZX;
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CURSET xy, y;, n: DRAW x,—%;, ¥,—Y1,n no ORIC;

— LINE (%1,y1)—(%3,y2)n nos TO 7-70 e MO 5.

¢) Para tragar um circulo de centro (Xy.) de raio R,
far-se-4:

- CIRCLE x, ¥., R nos ZX;

- CURSET x,, y., n: CIRCLE R,n no ORIC;

No TO 7-70 e no MO 5 é necessario escrever um programa
de desenho ponto por ponto.

d) A instrugdo DRAW x,y, @ que permite tragar arcos
de circulo s6 existe nos ZX. Nos outros aparelhos € necessario
construir programas para desenho ponto por ponto.

e) Recordemos que a resolugio destas maquinas ndo é
a mesma: 256 x 176 no ZX, 200 x 240 no ORIC, 256 x 192
noutros aparelhos.

2.3 O tratamento das cadeias de caracteres

Existe aqui uma diferenga importante entre os ZX e 0s
outros aparelhos. Consideremos por exemplo

A$ = «microcomputador»

Para obter os trés primeiros caracteres da esquerda, faremos:

- A$ (1 TO 3) ou A$ (TO 3) nos ZX;

- LEFT$ (A$,3) no ORIC, TO 7-70, MO 5, etc.

b) Do mesmo modo, para indicar os quatro Gltimos ca-
racteres, faremos: .

- A$ (13 TO 15) ou A$ (13 TO) nos ZX;

- RIGHT$ (A$,3) no ORIC, TO 7-70, MO 5, etc.

¢) Para indicar uma subcadeia, por exemplo os caracteres
nimeros 5, 6, 7 ¢ 8, faremos:

- A$ (5 TO 8) nos ZX;

- MID$ (A$,5,3) no ORIC, TO 7-70, MO 5, etc.

d) Para obter o caracter n.° 7, faremos:

- AS$ (7) nos ZX;

- MIDS$ (A$,7,1) nos outros aparelhos.

2.4 OQutras diferencas

a) Para a leitura do teclado, utiliza-se INKEY$ nos ZX
e TO 7-70, ¢ KEY$ no ORIC.
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b) A instrucio PAUSE 10, por exemplo -
em WAIT 10 no ORIC ¢ no TO 770, T omommase
¢) A instrugdo POINT (x,y), que permite saber se o pixel
de coordenadas (x,y) estd ou ndo marcado a tinta, dé resultados
diferentes:
— 0O oulno ZX;
- —1 ou 0 no ORIC; :
= um nimero positivo ndo nulo se o pixel tem a cor de
tinta, um niimero negativo se tem a cor de fundo, no
TO 7-70.
' d) Para terminar, assinalemos que os ZX distinguem as
varidveis X e X$, o que nao acontece em todos os computadores.

3. O caso do ZX 81

Serd necessdrio substituir certas instrugoes, CIRCLE e
DRAW em particular, por programas de desenho ponto por
ponto.

No caso dos circulos utilizar-se-4 o programa do capitulo
7, pardgrafo 4, enquanto para os segmentos de recta utilizar-se-a
o do capitulo 3, parigrafo 6, ¢ o do capitulo 5, paragrafo 1,
sendo este ultimo reservado aos casos em que se usa a inclinagio
do segmento. »

As§inalemos ainda que serd necessario espagar os pontos
de apoio de modo a obter um tracado legivel.
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