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AVERTISSEMENT

Lors de la premiére édition de cet ouvrage, le ZX SPEC-
TRUM n’était .pas encore commercialisé dans notre pays.
C’est maintenant chose faite.

Chacun des programmes du livre paurra, sans modifica-
tion, fonctionner sur SPECTRUM puisque le Basic de cet

appareil contient, comme sous-ensemble, les instructions du
ZX 81.

Il est cependant souhaitable d’apporter quelques change-
ments aux programmes graphiques afin de bénéficier de la
meilleure définition graphique gu SPECTRUM : 256 x 176
pixels contre 64 x 44 au ZX 81. Ces changements concernent
donc les seuls paramétres de mise en page ; ils sont indiqués
dans le tableau ci-dessous :

230, 250, 260, 290,
300

Références Numéros Parameétres 2 modifier*
du des lignes dans chacune des lignes
programme concernées citées
1.2 90, 120, 130, 220, 64, 64, 63, 64,

18,63, 18, 43,
64

5:1.3 90, 120, 130, 220 64, 64, 63, 64,
230 18

2.2.2 200, 230 21,31 et 21

3.3.2 330, 370, 400 31 e6t 30 puis 18,

, 63

6.6.2 100, 110, 120, 190 64, 64, 63, 64,
210, 220 4et 36,4 et 36

11.3.2 230 63 et 43

11.4.2 370, 430, 440, 490, 40, 3, 3, 6,

11.4.3 500 5]

* Les nouvelles valeurs a prendre dépendront évidemment des dimen-
sions souhaitées pour le
les modes SLO
tructions doivent donc étre supprimées.

raphique a obtenir. R

q
et FA§ T sont confondus sur §PEC TRUM : ces ins-

pelons également que



#l sb 216
mﬁ 2nq. Ned'n MUSAT
318} seods Insastnrism Ja0'D

mxmm&mﬂbw@@

,75‘,% m
o 155 b oizsfl ol oupeing MUSTOHIZ 1w veanocirono? .noi)
,ﬂmdaﬁmm

SINOO JN2IIN0D Lz:m:q-:;5
 1ohoqqs’h sldsiisduoe M fza 11

i sb nils esu XOE 2}ASm
f X ég Eum arusliism
3 'mméi 2. itﬁ m;lq ié!smialgmg
33 am o saitn 3b 2oy 2IUSR 801 ONG
' : suoeasb-io uasldel o 2nsb
%iw . sodma¥ ' msié"ﬂ
j:‘:;%— mﬁ’isﬁ‘lﬁ
F 3 &D*ﬁ% ,)3> OSSZ R ﬂSl el
CO R e .t;;tl.iasz '.m .g
AR i ia.a».&. "0EE 0e1 ostm R
RmitJe] | 000k cir
. ,,.ef'ihiﬂi 12 ;&" 00 OCE OfE| Cif
¥ T oer oe1 011 001 | tho
i mm.&a; g 'ﬁ 'égs’fg?x '
| S - b _ OES &1
SR A R R I
oo BE EbQt
et 25 dnsrrumehied e ‘mama&mw*
oy T e
: ¥ LS B AR 1) o L Ed % 5 nhw\u



SOMMAIRE

Chapitre 1 : Tris et tirages au sort

1. Génération d’entiers aléatoires................... 11
2. Classement, par ordre de grandeur,
d’une suite de nombres.............oooovvveiieein 12

Chapitre 2 : Les entiers

1. Divisibilité et nombres premiers............... 17
2. Equations diophantiennes du 1 degré ...... 20
3. Calcul de x" (pour des valeurs > 10%)...... 21
4. Combinaisons et factorielles....................... 22
Chapitre 3 : Suites et séries
1. Recherche de la limite d’une suite............. 25
2. Recherche de la somme d’une série............ 28
3. Calcul de constantes (e et ).......vou.e......... 30

Chapitre 4 : Fonctions numériques
1. Valeur en un point d’une fonction

BUIRSIAGHE .......oococsesinssssessense-mpitngliarsnd, 33
2. Dérivée 17, dérivée seconde...........ooovn.... 34
3. Fonctions polynomes.............ocoveverennn..... 36
4. Polynome d’interpolation de Lagrange...... 38

Chapitre 5 : Représentations graphiques

1. Courbe définie par I’équation y = f{x)....... 41
2. Courbe définie par des coordonnées

polairesiziaa.eab. noilsailgizlum. aauibh . 44
3. Courbe définie paramétriquement............. 46
4. Longueur d’un arc de courbe...................... 48



Chapitre 6 : Résolution d’une équation

L IBEROIRCHION ........ooooseivovensmssmsiossinsusenssonsrsen 51
2. Equation du 2° degré.............covmrsinsisisssones 51
3. Méthode des itérations pour résoudre
R T R i ER I T S ew 52
4. Méthode de Newton pour résoudre
[(x) = 0.....00%0 008 a16idae b acispidnded 53
5. Méthode par dichotomie.............c....c.......... o3

6. Séparation des racines d’'une équation :
méthode graphique
et méthode numérique .........ccccccvveeneennenn. 3%

Chapitre 7 : Intégration d’une fonction

numeérique
1. Méthode des rectangles.............................. 61
2. MéEthode des traplZes .o . s sscrisis v doassst 63
3. Méthode de Simpson.............ccueeeueeenen...... 64
4. Méthode de Tchebytchev........................... 66
5. Utilisation d’un développement en série.... 68
6. Cas d’une borne infinie .............................. 69

Chapitre 8 : Equations différentielles

1. Introduction-:::;:::siisiissgisssicsges SERLIMUA 71
2. Equations du premier ordre....................... 71
3. Equations du second ordre......................... 74

Chapitre 9 : Vecteurs et matrices
1. Produit scalaire, produit vectoriel,

produit mixte, double produit vectoriel ..... 77
2. Addition, multiplication des matrices........ 79
3. Image d’un vecteur par une matrice

carrée..........agauaash. 236 auch auaugna.l 81



Chapitre 10 : Résolution d’un systéme
d’équations linéaires

1. Inverse d’une matrice carrée.....................

2. Résolution d’un systéme de n équations

A NINCONNUES ..o

Chapitre 11 : Distributions statistiques
1. Distributions 2 une variable : médiane,

moyenne, variance, écart-type ..................

2. Distributions & deux variables :
variance, covariance, moyennes,

coefficient de corrélation...........................

3. Ajustements linéaire, logarithmique,

exponentiel, puissance...............................
4. Histogrammes...............ccooeeverervevevooo,

Chapitre 12 : Lois de probabilité discrétes

1. La géométrique .............c.ooveveeeneererenno
2. Lol DINOMHBIE .............ccocrnnocsssesioressumsnnsns
3. Lol de POISSON ...........ococnvnvcensoncoscosemnnsresns

Chapitre 13 : Lois de probabilité continues

1. Loi normale a une variable ......................

2 LV X nsivcicssssrisisisssreces

Annexes
1. La série de Taylor et les principaux

développements limités..........................
2. Quelques courbes classiques .....................
3. Bibliographie restreinte ............................

......................

3. Loi du ¢ de Student-Fisher.....................



i GH

maﬁammiémai
 anoils ua&mﬂs‘ﬁw
e ssne s esa nssssanaess SOUTINOONE W B

2suphieitere eaobudineid : tEM

.@&fb& aldgitey onu £ apopudivieid .
Y L4805 SONSITAY S005Y0Mm

~ mb émmsf:m{i .

MﬁBV

mm«mm ixmnm_) B

................... ... sidsitey onu £ simnon iod
el o o i e M SR TP x ub iod
OOt 10deid-tnobute ab yubiol .

o

xusqionig 2s 1s 10iysT ob sitde 5]
Sierdie i sl piasyeigs zatiil 21namsqqelevab
...................... esupizesio 2ad1000 2ouplou
............. revereneseseere S3MIOTI297 Sirlga1gOildis

l

A
¢

ke

A

&
B
o

\



CHAPITRE 1

TRIS ET TIRAGES AU SORT

1. Génération d’entiers aléatoires

1.1 Tirage au sort d’entiers compris entre a et b
On utilise la fonction RND.

1.2 Tirage au sort d’entiers
ayant tous # chiffres

Posonsa = 101 et b = 10~

Lorsque n = 1, il faut prendre @ = @ au lieu de |
pour que 0 soit une valeur possible.

1.3 Tirage au sort, sans répétition,
des entiers compris entre a et b

L’intervalle [a, b] contient n entiers : en comptant a
et beux-mémes,onan=h—qg+ |.

Soient x;, x,,..., x, ces entiers.



Tirons au sort un indice k compris entre 1 et n et
affichons I'entier xi.

Pour un indice i < k, nous laissons x; inchangé,
tandis que, pour i > k, nous changeons le numérotage
en posant Xy = X;

Il reste alors n — 1 nombres a tirer au sort. En
recommancant le procédé, chacun des entiers est tir¢ au
sort une fois et une seule.

INPUT B
INPUT B
28 LET MN=B+i-RA
4@ DIM X (N:
=6 FOR I=1 TOo N
60 LET: X(I)Y=R-1+1
20 MEXT L
S@ FoR O=N 0y 1
G LET K=l 4 {
igd PRINT X
1i@ FOR I=1
128 IF 1K
T iNEXTE X
14@ NEXT O

2. Classement, par ordre de grandeur
d’une série de nombres

2.1 Recherche des minima successifs

Soit x;, Xz .., Xn la série a classer par ordre de
grandeur croissante.

Le plus petit nombre de cette série devient le premier
élément y, d’une nouvelle liste. Dans la suite restante, on
cherche 2 nouveau le nombre le plus petit et ainsi de
suite.

INPUT N
DIM X (N}
DIM Y (N}
FoR I=

TO
PRINT i

ro N
& b s ¥ i

) 550 50 001550 1850 07 1521 30 650
Wi ZZ

QO OO~ CRCh T ORI =

TO N
HERCHE DU HMINIMUM



LR SYUTTE"

LET M=1@:xx35

FOR I=1 O N—ibm

IF X (I} <M THEN LET K=I
IF X (I} <M THEN LET M=X(I:
NEXT I

REM “"EDITTION"

LET | Y tdi=XtK)

PRINT “NUMERO “; J,Y (.1}

Z REM "FORMATION DE LA NOL -
UELLE Surre"

17OBIF T'; THEN LET X(I-1}=X(I}

B e e o i o
(3 CO L P oo 500010
505 NS S M

P
i
Ul

Exemple :

Pour classer 50 entiers choisis au hasard entre 1 et
100, il a fallu 5 mn 06 en mode SLOW.

2.2 Tri « a bulles »

Soit x;, X3,..., X, la série des nombres 3 classer. On
parcourt cette liste autant de fois qu’il est nécessaire et
a chaque fois, on échange les éléments consé€cutifs qui ne
sont pas dans le bon ordre.

Soit, par exemple, a classer la série 215, 834, 1:0ona
successivement 2, 3, 5, 4, 1, puis 2,3, 4,5, 1, puis 2, 3, 4,
L5 ete.

CHCI B 1 s
90 0 S % 0

i

]

n

L)

]

123

-4

(%

-

REM “DEBUT
TRESYH T4 ET
LET C=0

IF ¥ (I} c=Y

L @ TI0 00 A
[T

L 1]

1y %

15358 Z D
MZ AT

)
e st i s 5 o ot s
s TR Ca
I~ ~
w %]
L
’-\

S E G



1 THEN GOTC 188
EDIT IONY

} T3 TOH N

¥T “NUMERD " I,Y (I}

e
=
e

(La variable C sert, dans ce programme, a savoir s'il y a
eu un échange ou non).

Exemple :

Pour classer 50 entiers choisis au hasard entre | et
100, il a fallu 4 mn en mode SLOW.

2.3 Tri par insertion

Soit X;, Xa,..., Xa la série des nombres a classer. On
prend les éléments de la liste dans l'ordre ou ils se
présentent et on les insere parmi les €léments déja clas-
sés. Pour faciliter le début et la fin du tri, on ajoute deux
éléments fictifs — 10% et 10%.

Les nombres classés sont désignés par y;, y2,..., Vn

o GO GG

o 130 =3, ZL30 000 ) T B 50 10

pa

e i et ot

ot
.

114D
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I
m
=
-
X

Ty
Z0M;
)
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2
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]
NEe

[

=3

1L oo ot ot ot it o e ot 50
AT DX (R BN D B R N ]
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Exemple :

Pour classer 50 entiers choisis au hasard entre 1 et
100, il a fallu 3 mn 20 s en mode SLOW.






CHAPITRE 2

LES ENTIERS

1. Divisibilité et nombres premiers

1.1 p.ged etp.pcm

Soient a et b deux entiers non nuls, avec a < b. Pour
calculer le pged de a et de b, on utilise I'algorithme
d’Euclide :

e on divise b par a : le quotient est g et le reste 7,
esi r # 0, on remplace b par a et a par r et ainsi de
suite.

Le pgcd cherché est le dernier reste non nul.

Quant au p.p.c.m de a et b, il est obtenu en divisant
ab par leur pged.

INFUT A&
INFUT B
N=B

e
LET R=MN-PxINT &

IF R=G THEN GOTO 1i@
LET N=P

LET P=R

GCOTG Te

100 b €5 12 00 DT B 0 0 1
155 50 S PSS 0 S 5

it ot fudt

I

Exemple :

Pour @ = 136 et b = 255, on obtient pged = 17 et ppcm
= 2040.

17



1.2 L’entier n est-il premier ?

Divisons n par chacun des entiers d inférieurs a n : si
aucun d’eux ne divise n, ce nombre est premier. Pour
accélérer la recherche, on peut utiliser les résultats sui-
vants :

1° Si d ne divise pas n, aucun multiple de d ne divisera
n. Par conséquent, si n n’est pas un multiple de 2, 3, 5, 7,
il est inutile d’essayer les multiples de ces nombres.

2° 11 suffit d’essayer les diviseurs inférieurs a V' n. En
effet, si » a deux diviseurs au moins, 'un d’eux est
nécessairement inféricur ou égal a ' n.

Le programme qui suit fonctionne pour n impair et
supérieur a 12.

18 INPUT N

g@ IF N<=12 THEN GOTO 18

38 IF N/2=INT (Ns2) THEN GOTO
< IF N/3=INT (N-3) THEN GOTOC
58 IF N/sS=INT (N-S) THEN GOTO
6@ IF N/s7=INT (Ms7) THEMN GOTO

TEOLEDR =11
88 IF NrsD=INT (NsD) THEN G8CTO

9@ IF D>S&R N THEN GOTO 17©
186 LET D=D+2
11@ IF D/s3=INT (D~-3) THEN GOTOC

I2@
120 IF D S=INT (Drs5} THENM GUTO
180
130 IF D~7=INT (D-7) THENM GOTO
109

30TO S@
1SBHPRINT N; " N EST PARS PREMIER

8 GOTO 18
}3@ WEINT N; " EST FPREMIER"

is@ STOP
Exemples :

17 383, 89 797 et 999 983 sont premiers.
89 791 ne I'est pas.

18



1.3 Liste de nombres premiers

Le programme qui suit donne la liste des nombres
premiers compris entre les entiers a et b,

18 INPUT &

=8 IMNPUT B

Sg {F As2=INT {(Ars2) THEN LET &
=8+

48 IF A<=2 THEN PRINT 2;" =;
§@ IF A<=3 THEN PRINT 3;°" &5
5@ FOR N=8 TO B8 STEP 2

78 LET D=3

?gaIF NsD=INT (N-sD! THEN GOTO
93 IF DO>Sa@R M THEN GOTO 1o8
188 LET D=D+2

1ié ggTO (<3%]

12088 »=3 THEN PRINT N; " ":
138 NEXT ¢ .

1.4 Décomposition d’un entier
en facteurs premiers

Soit n un entier et soient p;, p,..., px des nombres
premiers tels que n = p X ... X p Les exposants e,
e,,..., €; sont €galement des entiers.

La méthode utilisée est la suivante :
on divise successivement n pard = 2, d = 3,d =5,
d =21 =97

Si d divise n, on cherche alors I’entier e le plus grand,
tel que @ divise n également : n est alors remplacé par
n/de.

Le calcul est arrété lorsque le produit 7 des facteurs
déja trouvés est égal a .

38 TNPUT N

28 LET fA=N

28 LET T=1

55 REM “CALCUL DE D
48 LET D=2

58 GOGSUR o@

8@ LET D=D+1+3SGN (D-2}



79 SOSUBR 98
S8 COTo £&
85 REM "DIVISION DE N BPRR D,
SRLGUL DBE EN
2@ LET E=08
183 LET @=INT (A/D)
119 IF _A/sD<»@ THEN GOTO 1688
128 LET E=E+1
130 LET T=T==D
148 LET A=@
1SQ GOTOo 168
185 REM "EDITION"
168 IF E«<:® THEN PRINT D; " PUIS
SANCE ";E i
17?8 IF Ty=N THEN GOTO 12
ISOERETURN
190 PRINT “FInN®
Exemples :

Sin=32480,n=25x5x 7 x 29.
Sin=569800,n=2%x5x%x7x11x 37.
On constate que n = 431 est premier.

2. Equations diophantiennes du 1 degré

Soient @ # 0, b # 0 et ¢ trois entiers. Résoudre
I’équation diophantienne (du nom de Diophante, III¢
siecle apres J.-C.), ax + by = ¢, c’est trouver tous les
couples d’entiers (x, y) qui vérifient cette relation.

Il 'y a un seul cas ol Péquation n’admet pas de
solution : c’est celui ol le p.g.c.d de a et b ne divise pas c.

Dans les autres cas, on peut remarquer que toute
solution est de la forme x = x, + bz et y = Yo — az
obtenue a partir d’une solution particuliere (xo, o) et
d’un entier relatif z quelconque.

Si (xo, yo) est une solution particuliére,

C—=0aXp .
)/'o=%b , C—aXxy

est divisible par b et il existe un entier k tel que :

_C—&b
==

Pour trouver x,, il suffit de trouver k tel que a divise
c— kb.

20

Xo



1QQ
149
145

1s5e
ic@
T TH
i17@

m

INPUT &
INPUT B
INELT €
REM "CALCUL CU PGCD DE &

B
IF ABS A>ABS B THEN GOTO 8@
LET F=RBS B

LET E=8BS R

GOTO 1088

LET F=RBS R

LET E=ABS B

LET R=F-ExINT (F-sE}

IF R=@ THEN GOTO 15@

LEY F=§

LET E=F

GOTO 108

REM ¥ HA=1T~IL. LUNE SOLUTIONT

IF E=1 THEKN GOTO 206

IF (ABS C) FE<2>INT ¢(ABS C3 ~
EN GOTO 328

LET B=R-E

1508LET B=B.-E

196
195
PRRT
288
210
220
GOTO
23e
249
245

27O
288
298
oﬁ@

328
35a

Exemples :

LET C=CQvVE

REM “CRLCUL D UNE SOLUTION
ICULIERE"™

LET K=0

LET X=(C-KxB) ~R

IF X=5GN X*INT (ABS X} THEN
25e

LET K=K+1

GOTO 210

REM EDITION

ir SGN B=-1'"THEN " LET Sg="t~"
IF SGN A=1 THEN LET Ts$=
PRINT "X X, 8858985 B, " e

pRINT Y= (C-8%X) BT E; /BS

3617 ]
pRINT “PRS DE SOLUTION
sSTOoOP

= S2b = Net o=

on obtient x =

-1 4+7zety=2-52

=101,b=89797etc=5:

on obtient x =

3. Calcul de x~

La capacité arithmétique du ZX-81 est limitée 2
10%. En utilisant les logarithmes, on peut tout de méme

—-79128 +89 797 zety =89 - 101 z

21



calculer x" pour des valeurs qui dépassent cette limite.
Soit y le logarithme décimal de x": y = n logio x.
Si e désigne la partie entiére de 'y et d la partie
décimale de y, on a :

10V = x" = 109%¢ = 109 x 10

Dans le programme qui suit e = INT y et
d=y—INTy  yestobtenu par la formule

, - hlogx
J Log 10
ou Log désigne le logarithme népérien.
INPUT X
INFUT N

ane

L) =

i
s
&@
7@
8@

Exemples :

LET Y=N=LN X /LN 1@
Irf Y{38 THEN GOTC 78
FPRINT 1@0%x(Y-INT Yi; "E+"; IN

GOTO s
PRINT MxsN
STOP

2100 = 1.071 508 7 E + 301
35224300 = 1,973 523 5 E + 62 390

4. Combinaisons et factorielles

4.1

Soient n et k deux entiers tels que k < n.
Onan!=nx(m-1) X(n-2)X..3x2x1et

/
C (kM) <R )T

4.2 Calcul d’une factorielle

Le programme qui suit permet le calcul de n/ seule-
ment pour n < 33 :

P2



1@ INPUT N
2@ LET F=2

3¢ FOR I=1 TO N
4@ LET F=F#I

5@ NEXT I

68 FRINT F

On peut dépasser cette limitation en remarquant que
le logarithme décimal de n! est

i=n

Yee E: [ngﬂ

i=1
Il en résulte que n/ = 107"y x 10"y
D’ou le programme :

i@ INPUT N
2@ IF N=@ THEN PRINT 1
38 IF N 2 THEN GOTO 1389
468 LET Gl
FORrR =1 TO M
LET =B+LN I
NEMT T
LET Y=5/LN 108
IF ¥ »»8 THEN GOTO 128
PRINT INT (19%%Y}
GOTO 130
PRINT 108 (Y~INT Yi; "E+";IN

mHU

HOAEEMHEE

3

]

-
158 sSTOP

Exemples :

10! = 3 628 800

100! = 9.332 620 5 x 10'%7

4.3 Calcul d’une combinaison

Pour k = 1,0na:

Clk,n) = Clk - 1,n) x ”——1‘k—i—’

Si y désigne le logarithme décimal de C(k,n), on a :
i=k

i=1
d’ob Clk,n) = 1@+-my x 10mt>
23



1@ INPUT N

28 INPUT K

3@ IF K=@ THEN PRINT 1

48 IF K=0 THEN GOTO 146

5@ LETr 5=0

5@ FOR I=1 TO K

78 LET S=S+LN ((N-T+1} L&)

88 NEXT I

980 LET ¥Y=5- 1K 1o

i18@ IF Y>85 THEN GOTO 13®

il0® PRINT INT (1@3%%Y)

128 GOTO 146

i3® PRINT 1@x% (Y -INT Y i TE+"; IN
e

14 STOP

Exemples :

C(5,10) = 252
C(15,30) = 1.551 1752 E +8

24



CHAPITRE 3

SUITES ET SERIES

1. Suites
11

Pour savoir si une suite de nombres u;, u, u;, etc.,
converge ou non, on peut calculer les n premiers termes
de cette suite. Il faut cependant étre prudent dans les
conclusions qu’on peut tirer de cette méthode car la suite
peut converger (ou diverger) tres lentement ; elle peut
sembler converger alors que, en fait, elle diverge ou
sembler diverger alors qu’en fait elle converge.

1.2 Suites du type u, = f{n)

I° Soit, pour n = 1, u, = nsin (1/n). Calculons les
1 000 premiers termes de la suite :

18 FOR N=1 TO 12088
28 _PRINT N,.MN2SIN (1-N3
SOBNEXT N

On obtient uy = @.999 655 68, uw = 0.999 913 91,
uiss = 0.999 992 97 : la suite converge vers 1.

2° Soit, pour n = 1,
=14 B 1
u, = 1 + F+T+ ..+ n—Logn
Calculons les 1 000 premiers termes de la suite.
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S@ NEXT I :
6@ PRINT N,S-LN N
78 NEXT -N

On obtient uy; = 0.599 770 8, useo = 0.578 215 32,

Urooo = 9.577 715 S8.
Modifions le programme pour obtenir le nombre u,

seulement. .

1@ INPUT N

22 LET S5=8

38 FOR I=1 TO N
4@ LET S5=5+1-1

S2 NEXT I

&2 PRINT N.S-LN N

On obtient wusg0 = ©.577 382 31, u10000
=0.577 715 58, U000 = 0.577 240 49 : la suite converge
vers le nombre 0.577 218 (constante d’Euler).

3° Soit, pour n = 1,

n3
Up = eum

Calculons les premiers termes :

i@ FOR N=1i 7O icG88

22 LET U=(Mxx33 sEXP (N-1&)
38 PRINT N, U

48 NEXT N

On obtient u; = 0.904 837 42, uy; = 1 179,832, usg
=1 344,250 9 : la suite semble diverger. En fait, a partir
de n = 30, u, décroit et converge vers 0.

1.3 Suites du type u,+, = f(u,)

1° Soit,pourn=1,et u; = 0, Ups1 = V5 + u,
Calculons u, :

N



18 LET U=0

28 LET N=2

38 LET U=S8R (5+W)
40 PRINT MN.U

50 LET N=N+1

6@ GOTO J@

On obtient, pour n = 13, u, = 2.791 287 9, limite de
la suite.

2° Soit, pour n = 1,

Upy1 = _:1;_ (un + ML")

Prenons u; = @.5 et calculons u,, :

18 IMPUT U
28 LET N=2
38 LET U={U+2.-.U) /3

La suite converge vers 1.

1.4 Suites du type u,r = f (Uns1, Uy)
1* Seit :

Ups1 + U
%—"avecu,=letu2=2.

=
3
o
(S}
|

INPLT U1
INPUT U2

LET N=3
LET U={lil:+U2} »2

120 S D CI s O P
1% G 5

L]
-

On obtient 1.666 666 7 comme limite.
2° SOit Unsr = Ups + UpavVeC u; = uy = 1.

Il suffit de changer la ligne 40 du programme précé-
dent: on obtient la suite des nombres de Fibonacci
(XTII¢ siecle), suite divergente.
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1.5 Suites entrelacées

Soient deux suites u, et v, définies par les relations :

1
Uny1 = V Up X v et Vel = E(Un = Vn)
avecu; =2etv, =3

INPUT Ul

LET N=2

LET U=5S2R {(UilsxUi:;

LET U={Uis+ill) 2 " =
PRINT LG N; o= U, ur; =

LET Ul=il
LET Ui=y
LET N=N+1
188 GOTO 48

O DB
HHS GOODH

Les deux suites ont la méme limite 2.474 680 4.
2. Séries

2.1

Soit (u,) une suite de nombres.
(e}
La série Z u, peut converger ou diverger.

En calculant les n premiéres sommes partielles
Sp = Z U, on peut tenter de déterminer s’il y a conver-
gence ou non.

bk

oo

Soit: §' = Z -l—k Calculons les premiéres sommes
1

partielles :
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1@ LET S5=0@

2@ FOR N=1 TO 126
38 LET S=5+1r(2xxp2
42 PRINT N,S

S@ NEXT N
On obtient S = 1 a partir de n = 28.

3
]

Soit la série harmonique : S = Z T
1

1@ LET S5=2

2@ FOR N=1 7O 1aa
S8 LET S5=3+1sN

48 PRINT N,S

T2 NEXT N

On obtient Sgs = 5.060 223 5, Sy000 = 7.485470 9.
Siooo0 = 9.787 606 : la série diverge, mais trés lentement.

2.4
Soit :.S = Z: ETZ%:TS

INPUT N
LET a

CHI e G i
PRl o]
|
(]

0
hzrin

On obtient S, = 0.956 521 74, Si000 = 0.999 001,

Sioo00 = 0.999 900 02 : la série converge vers 1.

(oo}
Soit la série de Riemann (1826-1866) : S = 9.

1

18 INPUT N

2@ LET 5=2

S8 FOR K=1 T N

4@ LET S5=354+1-K/K

S& NENT

28 PRINT S

i .
k2

29



On obtient SIOOOO =_12644 834 1, Sz()oo()
]644 884 ], S;oooo = 1644 900 8,\550000
1.644 913 8 : la série converge, assez lentement, vers :

T~ 1.644 934 1

3. Calcul de constantes

3.1 Calcul du nombre e

Soit f'une fonction numérique vérifiant les conditions
suivantes : f est développable en série sur R tout entier, f
est dérivable sur R tout entier et, pour tout nombre réel
x,ona flx) = f[x).

Posons f{x) =ap+ a; x + a; x> + ... + a, x" + ...

En dérivant terme a terme, on obtient :
fix)=a;+2ax+3a:;x+ ...+ (n+1)amx"+ ..

/

dotu:aul = ——
+1 n+1 9

. : s s 1
Il en résulte que, d’une maniere générale : a, T

Posons f(1) =e.ona:e= »_ 717
5/ ¥

l

Dans le programme qui suit, on calcule :

)

et on arréte pour :}(—, =al0sY

R Let
20 FOR
=2 LET

=
(W}

£
B
®
5}

Iy
b7}
N
v}
i)

LET
NEXT
LET i1-F

IF F>l0#+1@ THEN GOTO 10@
NEXT

PRINT K,E

[ E S P
]

GIT Mg s o et
*k
b4

+

On obtient e = 2.718 281 8 a partir de k = 14.
30



3.2 Calcul du nombre 7
Utilisons un résultat da a Euler (1707-1783) :

4
s 1 1 1
0 =5 +33 + 3+ .
e P L T
1 LET S=@
28 FOR K=1 TO 12323
S8 LET S=S+l-s(Kxxd)
& PRINT (285! xx8.25 ;K
58 NEXT K

On obtient, a partirde k = 131, = = 3.141 592 6.

31



T

o ..—_...




CHAPITRE 4

FONCTIONS NUMERIQUES

1. Valeur, en un point, d’une fonction numérique

1.1

Soit f une fonction numérique a une variable. Le
Basic du ZX 81 ne posséde pas I'instruction DEF FN
permettant de définir une fonction. Pour calculer f{x,), il
nous faut définir f comme chaine de caractéres puis,
grace a la fonction VAL, faire évaluer cette chaine pour x
= Xo.

18 PRINT “F ) =....7"
2@ INPUT F3§
38 INPUT X

48 LET X=X@&
S8 PRINT "F(";Xe;":=",u8L F=s

Exemple :

Pour f(x) = x sinx + x? et x, = 0.42, on obtient fx0)
=0.347 659 39.

3.2

Si f est une fonction de plusieurs variables, la mé-
thode reste la méme. Soit, par exemple, a calculer la
valeur de f{x,y,z) au point (xo,y0,20) :

1@ PRINT "F(X,¥,Zl=....7"
2@ INPUT Fg
32 INPUT X8
4@ INPUT Y@
S8 INPUT Z©o
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(", X0; ", :¥a;",";Za

Exemple :

Jxyz) = 2 x2 -y + sinz;pour xp =1, yop = 2 et
zo = 1, on obtient f(Xo, Yo, o) = 0.841 470 99.

1.3 Remarque

La fonction #x (calcul d’'une puissance) du ZX-81 ne
permet pas d’utiliser les valeurs négatives d’une variable.
On tourne cette difficulté en entrant, par exemple,
X * X *x xouSGN x % (ABS x % 3) au lieu de x *x* 3.

2. Dérivées en un point

Soit f une fonction numérique définie et deux fois
dérivable sur un intervalle / de R. Soit xo un nombre réel
appartenant a cet intervalle.

2.1 Calcul de f’(x,)

Par définition, f’(x,) est la limite, quand x tend vers

Xp, der
J1x) = f1xo)

X — X9
Soit e un nombre réel positif et «assez petit ». Si
flxo — e) et fxo + e) existent, on peut assimiler f '(xp) a :

S1xo + e) - f(x)
€.

ou, mieux encore, a: Jf[(Xo+ e)z—f(xo— e
e

En prenant e = 0.001, le programme est le suivant :
34



PRINTH SF Xl eee?®

R

25 INPUT F

=8 INPUT X@

&6 LET E=@.@881

8¢ LET X=X@+E

2 LET G=URL F%

78 LET X=X@-E

S@ LET H=URL F% T

S8 PRINT “DERIUEE EN X=";X@;™:
; IG-H! F27E

Exemples :

1% flx)= ﬁ: pour x, = 1.5, on obtient

S(x0) =—0.118 343 16 au lieu de — 0.118 343 20.
2° fix) = Y x = T: pour x = 1, le programme ne
fonctionne pas car f{1 — e) n’est pas défini.

2.2 Calcul de f ”’(x,)

Si f{xo + 2 e) et f{xo— 2 e) existent, on a, en appliquant
la formule du paragraphe précédent a la fonction i

F ) = S (xo0 + 2e) +f£§§’— 2e) — 2f (xo)

18 PRINT “"Fi(X)=...2"
28 INPUT F3

38 CLS

4@ PRIMT "“"X@=...7"
S8 INPUT X@

6@ LET E=0.801

2@ LET ( X=X0

88 LET F=URL F§
98 LET X=Xg+2%E
i@ LET G=VURL F&%
1i8@ LET X=XG8-2:%E
1322 LET H=URL F&%

LS
14@ FRINT "DERIVEE 2EME EN X8@="
XK@
ISOEPRINT (G+H-2%F) s4 sE-E

Exemples :

I Pour f{x) = x sin x et xo = 0.3, on obtient f "(x,)
=1.822001 7 au lieu de 1.822 016 9.
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2° Pour: f{x) = ﬁet o= TS
on obtient f"’(xo) = 0.012543 751 au lieu de
0.013 654 98.

La précision n’est pas trés grande (de lordre de

0.001) ; pour "améliorer, il faut faire appel a des métho-
des plus complexes.

3. Fonctions polynomes

3.1

Soit P un polynome quelconque a une variable. Il
existe une méthode rapide, la méthode de Horner, pour
calculer P(x).

Soit, par exemple :

P(x) = asx* + a; X’+ a; x* + a;x + a,.
On peut écrire :

P(x) = (((aex + a3) x + a))x + a;) x + ao.
Posons :

C4=a4,C3=XC4+03,C2=X('3+(12,€1C.
On obtient P(x) = c,.

. W

Si nous généralisons cette méthode a un polynome
P(x) = @y X" + Gy X' 4 2 aix + ay,

il nous faudra tenir compte du fait que I'indice @ ne peut
pas étre dimensionné avec le ZX 81: nous poserons
donc,pourl <i<n+1,b =a.,.

INFUT N

G 1 STEP -1

B ) e s Y
INFUT B
CLS

G800 ] GO I e 1 oo
155 5 5 G

INPUT X
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3 C=B {N+1}

12@ FOR I=N TO 1 STEF -1
i38 LETV C=CeX4+B (I}

14@ NEXT I

1580 PRINT “BPi"“; X, Y)i=";1T

(Pour calculer P(x) pour une autre valeur de x, faire
GOTO 80 puis NEWLINE).

Exemples :

1° P(x) =2 x*— x>+ 5 x,+ 3 x — 1: on obtient
P(l.4)y = 17939 ).
2° P(x) = x*— x -1 : on obtient P(2) = 253.

3.3

En adaptant le programme précédent, on peut calcu-
ler P(x) lorsque les coefficients a; sont exprimés en fonc-
tion de I'entier . Soit, par exemple :

i=n .
X .
P(x) = Z 57 un polynome de degré n.

i=0
Posons,pour l <i<n+1,b=a;, = G-

INPUT X

INPUT N

DIM BiN+1)

FOR I=N+1 TO 1 STERP -1
@ LET F=1

80 (FOR. J=sd- 50 T~

PO LETC F=FsJ)

N LaNI e
LOEEE

Pour x = 2 et n = 10, on obtient P(x) = 7.388 994 7
(valeur approchée de e? = 7.389 056 1).
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4. Polynome d’interpolation de Lagrange

4.1 Définitions

Soit fune fonction numérique définie et continue sur
un intervalle 7. Si x;, x;, ..., x, sont n nombres de cet
intervalle, existe-t-il un polynome P de degré n au plus,
tel que P(x;) = f{x;), pour | <i<n?

Posons j=n
B
Li(xr =% S %
j=1 T LD
ot X=X

ona Lix;) =@ pourj #ietL(x;)=1.
Soit P(x) = Y f{x;) X Lix):
i=1
P est un polynome de degré < n — 1 qui répond donc a la
question. P est appelé polynome d’interpolation de La-
grange de la fonction f.

4.2 Le probléme de I’interpolation

Soit x;, X5, ..., X, une suite de n nombres : on suppose
X < Nr=" = x_

Soit yy, ys, ..., v une autre suite de » nombres.

Posons, pour 1 < i < n, y; = f{x;) ou f désigne une
fonction numérique supposée définie et continue sur
[x;, xa]. Pour tout nombre x de 'intervalle [x;, x,] on peut
considérer que f{x) est sensiblement égal a P(x), valeur
en x du polynome P d’interpolation de Lagrange de la

fonction f Le programme qui suit permet le calcul de
Blx).

12 PRINT “N=...7"
2@ INPUT

1 TO N
o& PRINT KA ¥ = ave it
7@ INPUT X (I
88 PRINT “Y('; Y = T
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TO W

b2 et 1 G

TQ N
THEN GO0TS =218
L% EN=X €] ) » EX 0TF =X £}

[
-
]
L
om
|

1CIHTD

1968 IF J=
288 LET

218 _NEXT J

Z20BL.ET P=P+Y (I} %L

238 NEXT I

24@ PRINT "P(";X;")i=";P
258 PRINT AT 28.8:" F8I
1280 PCUR UNE AUTRE URLEU

L B T

-

.

E BGOTC
oE X7

A

(Pour d’autres valeurs de x, faire GOTO 120 puis
NEWLINE).

Exemple :

182 (3]
=8 8 1120
on obtient P(2.5) = 4.875

o)

o

4.3 Calcul explicite
du polynome d’interpolation

-1
Posons P(x) = > ¢ x.
0

Pour I <i<n,onaP(x;) = y.
Pour trouver les coefficients ¢; il faut donc résoudre
le systeme des n équations linéaires & n inconnues :

Co+ XiCj + ... + XI"_I Chj = Wy

’

CoF XCi F ... X 00y = ¥y
(Voir chapitre 10, 8 2).
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CHAPITRE 5

REPRESENTATIONS
GRAPHIQUES

1. Courbe définie par une équation y = f(x)

1.1

Soit f'une fonction numérique définie et continue sur
un intervalle [a,b].

Le tracé de la courbe représentative de f est obtenu
de la mani¢re suivante :

1° Les possibilités graphiques du ZX-81 permettent
d’obtenir 64 X 44 points: l'intervalle [a, b] est donc
divisé en 63 parties égales.

Pour 1 < i < 64, on obtient alors les points de
subdivision: x =a + (i— 1) (b-a)/63.

2° L’axe des x est la droite d’équation y = 18, située a
mi-hauteur de I’écran.

3% L'échelle des ordonnées est déterminée A partir
des valeurs m et p du maximum et du minimum de la
fonction. Cette échelle est, en général, différente de
I’échelle des abscisses.

m et p sont édités sous la courbe.

1.2 Programme

1@ PRINT "F(X)=...7
28 IMNSUT Y§

PRINT "A= il
4@ IMPUT 8
5@ FPRINT “B= 7

41



2 mwi@)=ixe=.25

1 Zh

et (O

(1} 13 [/ m i
: 44 : P b : 172} il

e x .

3 &

{i. i1 I

Z. :ﬂ .:ECEE

FOW o e s

a@e ) =

13 M = L n
(13
i

Exemple :
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1.3

Si f n’est pas définie en un point x, de [a,b], on peut
tout de méme utiliser le programme précédent a condi-
tion d’¢liminer x, des valeurs prises par x.

Soit, par exemple, a représenter, f(x) = 0.8
+ sin (m/x) non définie pour x = 0

Au programme précédent, nous ajoutons la
ligne 135 :
1351F X =0 THEN GOTO 170.

1
LET
Fa
LE
IiF

a LE
& IF
& IF
5 NEX
§ LET
m OIF
3 St
@ ER
 AEgE
FOFL{
& HNE>
@ PR
&
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(Le tracé des axes a été éliminé ; lignes 250 a 270)
Pour — 2 << x << 2, on obtient le tracé suivant :

2. Courbe définie par des coordonnées polaires

2.1

Un point M de la courbe est repéré par son rayon
polaire R et par son angle polaire A4.

Soit R = f{4) : on suppose f définie et continue sur un
intervalle [4,, 4,].

Le tracé de la courbe définie par I’équation R = f[4)
est obtenu de la maniére suivante :

1° Le point 0, origine du rayon polaire OM, occupe
la position (31,21) sur I’écran.

La courbe est tracée dans un cercle de rayon 21.

2° On fait varier entre 4, et A, I'angle polaire de

deux degrés en deux degrés: le nombre N des points
tracés est N = int (1 + (A2 -Al) /2).

3° On calcule, pour chaque point, ses coordonnées
x = RcosAety = RsinA La valeur maximale M du
rayon R détermine I’échelle.
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2.2 Programme

18 PRIMY "RiRI=..7
2@ INPUT RS
3@ PRINT "Bili=..7(EN DEGRES)
48 INPUT R1
S@ PRINT "A2=..7(EN DEGRES]
INPUT  'R2
CLS
FRST

LET N=INT (14 (INT RA2-INT R1

G343 40 00 - J 00 0] 4 G0 4+ 43 10 403 01 - 0V (.

GRGGHAACEEHHEHEN L6

PUTU 10 T T ) 3 b5 ot o 13 0 B s,

e

Exemple :
R = sin 44 pour 0 <A < 360°.
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3. Courbe définie paramétriquement

31

Un point de la courbe est défini par ses coordonnées
x = flt) et y = g(t) ; fet g sont deux fonctions numéri-
ques définies et continues sur un intervalle [z, 7,)].

Le principe de la représentation est le suivant :

1° L’intervalle [z;, t,] est divisé en n parties égales
d’ou n + 1 valeurs de ¢ :
=4+ (-1)(t-t)/npourl <i<n+1.

2° On détermine les valeurs maximales M et R de x
et de y, puis les valeurs minimales P et Qdexety.

Ces valeurs servent 4 déterminer les €chelles, diffé-
rentes suivant les axes.

3% Lorigine est située au point (31,18), au centre de
’écran.

4° Les axes sont tracés lorsque le cas s’y préte ; les
valeurs maximum et minimum de x et y sur l'intervalle
(1;, 1] sont éditées.

3.2 Programme

ERINT "X
INPUT xg&
PRINT v
INELT Y
ERINT T
INPUT T1
E |

2

N

+

AN e 5 100 00~ CRCT] o €30 11 e
250 50 5015 0 800 5 0 R 5 B R
T
i}
~
re
b

o ot ot i

CRH1E D 30 5

VLY fodt it it fo
B0 -
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Pour d’autres valeurs de 7, faire GOTO 50 puis

NEWLINE.

Pour d’autres valeurs de N, faire GOTO 90 puis

NEWLINE.
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Exemple :

Courbede Lissajous x =sint,y =sind ¢ ;pour0 <t <2r
on prend N = 200.

5

5 SRR g L
= % & % = = = 5
3 = B = E-3 B8 = =
= = =5 = = = & =
= = = = = = B =
= E=—3 = =
E 3 = £
- 2 = -1 = ®
k3 = = B = B B -}
3 = = = L = E3
B OF = = = F

PR i R

4. Longueur d’un arc de courbe

4.1 Courbe définie par une équation y = f[x)

Soit C un arc de courbe d’extrémités 4 et B : nous
supposons cet arc simple et continu.
Soient x4 et xp les abscisses respectives de 4 et de B.
En divisant Pintervalle [x4, xs] en n parties égales on
obtient n + | points de subdivision
X1 = X4, X2, X3y.e0y X1 = X
Pourl <i<n+1l,onax;=x4+ (i—1) (xg—x4)/n.

X1, X2,..., Xa+1 sont les abscisses des points 4;, A,
Aj,..., A+ 1 de la courbe ; les ordonnées de ces points sont

i =f(x1), y2 = f(x2) sy Yns1 = f(Xns1).
48



Ag=B

X6

Si on assimile la longueur / de I'arc AB A la somme
des longueurs des segments 4;, 4;,,,0on a :
[ = Z V (Xie1—X)* + (Vier = i)
i=1

Le programme est le suivant :

1@ PRINT “yw-FIxX)s...7"

Pt
m
i

4
w
=

=
W
o

+ 4+ ()

b - 3
EL S Dr
w3 L

%
/

X1
=U8L Y&

Ya2=URL Ysg
L=L+5S8R {(D*D+{(Y2-Y1) Y

e s
S =T P
v o
PDAH

HAH AW D
A

8~=Y1))
208 NEXT I
218 PRINT L
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Exemple :
Pour - 1 < x < 1, y = yl — x? définit un demi-
cercle de rayon 1.

Avec n = 10, on obtient / = 3.115 @77, mais, avec
= 500, on obtient 3.141 4878.

4.2 Autres cas

Pour un calcul plus rapide, on peut utiliser la

formule :
1= J3 VT+7 (x] dx
en coordonnées cartésiennes ou la formule :
1= J& W Fr7da

en coordonnées polaires.



CHAPITRE 6

RESOLUTION
D’UNE EQUATION

1.

Les équations des 2¢, 3¢ et 4¢ degrés mises a part, il
n’existe pas, en général, de formules algébriques donnant
les solutions de I'équation f{x) = 0.

Il faut donc déterminer ces solutions en utilisant des
méthodes d’approximation : trois méthodes seront étu-
di€es dans ce chapitre, aprés un rappel sur les équations
du second degré.

2. Equation du second degré

24

Soit ax? + bx + C = 0, avec a # @, une telle

¢quation. L’existence des solutions dépend du signe de
d=b-4ac
Pour d > 0, il y a deux solutions :

p—

Xp = —L_b;a detxz= _bg d.

=

1@ PRINT A
2@ INPUT

3@ PRINT B
4@ INPUT
58 PRINT
58 INPUT
78 CLS
828 LET D={Ex8! -4 sAxC

i

o

= ==
-~ re
® 28

- e
a7

Dy B
]
]

Sl



QBRTF D=@ THEN FPRINT "X="; -B~r

igg IF D<@ THEN PRINT "PAS DE
SOLUT ION"

11 IF D>@ THEN PRINT -“Xi='; (-8
+380 D) ,2/A,"XE8="; (-B-SaR D} +2 /8
(On s’est limité au calcul des solutions dans R ; il est

facile d’obtenir les solutions dans le corps C des com-
plexes).

Exemple :

a=2.b=8c¢=4:
onax; =-0.58578644 et x, =—3.4142136.

2.2 Remarque

Si les coefficients a, b et ¢ sont trop dispersés, les
erreurs d’arrondi peuvent devenir trés grandes et fausser
completement le résultat. Par exemple, le programme ci-
dessus ne peut pas donner les solutions x; = 1 000 000 et
x; = 0.000 1 de I'équation x? — 1 000 000,000 1 + 100
= 0. Les solutions obtenues sont complétement aberran-
tes.

3. Résolution de I’équation f(x) = x
méthode des itérations

3.1

Choisissons une valeur initiale x; et définissons une
suite x;, X, X3..., X, par la relation de récurrence
X» = f(xn4). Si la suite converge vers un nombre x, ce
nombre vérifie x = f{x). Le programme qui suit calcule
xn: arrét est obtenu lorsque |x, — x, ;| < 108 :

ERINT "FiXl=...2%

INPUT Fg

BRINT "Xl=, .. 2"
XA

INPUT
CLE

(s Cano e
GG s
m

5D



e

X=X
78 "FOR' =1L Yee
8@ LET F=URL F3g
898 LET Y=X
198 LET X=F
218 IF ABS (X-Y)! <=iB:y-8 THEN
=070 13

138 PRINT X

(Faire GOTO 30 puis NEWLINE pour une nouvelle
valeur initiale x;).

Exemples :
1° x = cos™y : avec x; = 0.5, on obtient
x =0.739 085 14.
3
x4+ 1-2x=0:0nécritx =% ;’1

Avec x; = @, on obtient x = 0.618 033 99.
3.2

La vitesse de calcul dépend du choix de X;;0n a
évidemment intérét a prendre x; le plus prés possible de
x. Cependant, la méthode peut trés bien ne pas aboutir si
S ne répond pas a certaines conditions ou si x; est mal
choisi. Ainsi la solution x = 1 de 'équation x = 2x — |
n’est pas trouvée 2 moins, Justement, de choisir x; = 1.

4. Résolution de ’équation f(x) =0
par la méthode de Newton
4.1

Soit fune fonction numérique définie et continue sur
un intervalle [a, b]. On suppose également que :

I° fs’annule une fois et une seule sur [a, b].
2° f’existe et ne s’annule pas sur [a, b).

3° f 7 existe et est de signe constant sur [a, b]: fest
donc soit convexe, soit concave sur [a, b].
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Représentons graphiquement f'sur I'intervalle [a, 5] :

y “1/

M2

M3

:__/ x4 x3 X2 X1

Choisissons une valeur x; dans lintervalle [a,b]:
la tangente en M, a la courbe nous permet d’obtenir :

X1
X2 = X;—
2 1 %
la tangente en M; a la courbe nous permet d’obtenir :
X2
X3 = X;— Silets
3 2 %>

Si la suite x;, x;, ..., X, 2 une limite, cette limite est la
solution de I'équation f{x) = 0.

Le programme qui suit permet le calcul de x,; et de
X, avec arrét lorsque |x, — x,; | < 108, La vitesse de
calcul dépend, s’il y a convergence, du choix de x,.

A0 BHRINT “FIX)=. ..
28 INPUT F§$

38 PRINT “Xi1>,..7"
48 INPUT X3

S8 CLS

88 LET X=X1
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78 FOR I=1 TO 1@@

88 LET F=UAL Fs$

2@ IF F=0 THEMN GOTO 13

895 RKREM CRLCUL DE D=DERIVEE ©DE

188 LET X=X+8.801

118 LET G=URL FS%

128 LET X=X-D.082

138 LET H=VURL F%

14@ LET D=(G-H) /8.082

iS@ LET Y=X+2.801

1S5S REM ARRET OU NOQUUELLE BOUCEH
B

16@ LET X=X+@.@@1-F, D

i7¥@ IF RABBS (X-Y) {=1Px¥-8 THEN
GOTO 198

1SOENEXT I
188 PRINT X

(Pour essayer une autre valeur de x; faire GOTO 30 puis
NEWLINE).

Exemples :

1°x3-3x-5=0:
pour x; = 3, on obtient x = 2.279 018 8
2° x-Logx-2=0:
pour x; = 0.1, on obtient x = 0.158 594 34
3sin2x—-cosx=0:
~pour x; = 7/4, on obtient x = 0.523 598 78

4.2

La méthode peut ne pas aboutir si x; est mal choisi
ou si f'ne répond pas a certaines conditions.

S. Résolution de ’équation f(x) = 0
par dichotomie

Cette méthode, plus lente que les précédentes, a
I"avantage d’aboutir dés lors qu’on a trouvé un intervalle
[a, b] tel que fla) x f(b) < Q.

Si nous calculons alors f (m

2
trois cas peuvent se produire :
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A (&zb) = 0 et la solution est trouvée.

2F (%ﬁ)a le méme signe que f{a) :

la solution appartient alors a I'intervalle [a '2" b L b] :

301 (a—;b-)a le méme signe que f{b) .

la'solution appartient alors a I'intervalle |:a, L ;- - },

Dans les deux derniers cas, I'intervalle de recherche
est réduit de moiti¢ : en répétant le procédé, on peut
-obtenir un encadrement de x aussi fin qu’on le désire. Le
calcul est arrété lorsque les valeurs absolues de deux
valeurs successives de x différent de moins de 10-3.

1@ PRINT "FlX)I=a0aaWsT"
28 INPUT Fs$
30 PRINT: 'fi=. o o {77
49 INPUT A
S@ PRINT "B=...7"
6@ INPUT B
7@ CLS
8@ LET X=R
9@ LET F=URL F%
198 IF F=@ THEN GOTO 2408
110 LET X=B
128 LET G=URAL Fg
130 IF G=@ THEN GOTO 240
149 LET Y=X
15@ LET X=0.5x(8+B}
16@ IF ABS (Y-X} <=1P%x%-8 THEMN <

170 LET H=VURL Fg§

18@ IF H=0 THEN GOTO 248
19@ LET U=SGN F£SGN H
20@ LET Z=SGN G:SGN H
210 _IF U=-1 THEN LET B=X
220BIF Z=-1 THEN LET R=X
238 GOTC 14@

248 PRINT X

(Faire GOTO 30, puis NEWLINE pour de nouvelles
valeurs de a et b).
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Exemples :
0 ke
ol T+ =9

aveca =Qeth =1, on obtient x = @.453 397 65

2°3—x-5=0:aveca=0eth=2,
on obtient x = 1.736 289 §

6. Séparation des racines d’une équation

6.1

Pour utiliser la méthode dichotomique, il faut trou-
ver deux nombres a et b vérifiant fla) x f{b) < O.

On peut rechercher ces nombres graphiquement ou
par un calcul pas a pas.

6.2 Recherche graphique

Le programme qui suit permet d’obtenir une repré-
sentation graphique de la fonction f sur un intervalle
[a, b] choisi a I"avance : s’il existe une solution x de
I’équation f{x) = @ sur cet intervalle, I'axe des x est tracé
puisqu’on a alors fla) x f(b) < 0. (Ce programme est
repris de celui qui figure chapitre 5, § 1.2.)

18 PRINT "Fi{X)=.,,,7"
28 INPUT Fx

3@ PRINT “f=...7"

4@ INPUT 5

B8 PRINT MBSz

{ 3
1ie FOR I=1 TO S84
12@ LET X=R+(I-1!xi(B-A} -83
138 LET F(I)=URL F3%
14@ IF F{I)>M THEN (L ET M=F{I}
15@ IF F(I}Y<P THEN LET P=Fi{I}
15@ NEXT I
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19@ FOR I=1 TO &4

2@@ LET S=5GN Mx3GN_F

21@ IF S=-1 OR 5=@ THEN PLOT I-
1,4+36xABS (PrH)

220BPLOT I-1,4+38x{FIiXI} P sH
23@ NEXT I

248 IF S=-1 OR 5=8 THEN PRINT
AT 2&,@; "AU MOINS UNE SOLUTION
DANS L INTERUALLE {“;R;“,";B; "

258 IF S=1 THEN PRINT "“PRS DE
SOLUTION DANS L INTERURLLE®™

(Pour un autre intervalle, faire GOTO 30, puis NEW-
LINE).

Exemple :

Soit a résoudre x? — 10 sin2x = Q.
Choisissons 'intervalle [- 3, + 3]

e =

in
u

-I
"
"
L

UNE RACINE
UaLLE -3, 3

ML E (.= .9

On constate que fs’annule sur [- 3, 1], sur ]- 1, + 1]
et sur ]1, 3[. On peut donc passer au calcul effectif des
racines par I'une des trois méthodes indiquées.

6.3 Recherche numérique
par un calcul pas a pas

L’intervalle choisi [a, b] est divisé en n parties égales,
ce qui donne n + 1 points de subdivision: on a, pour

SR



I<isn+l,xi=a+(i-1)(b-a)/n

Le programme recherche les intervalles [x;, x:.,] tels
que f(xi) X f{xis1) < @ et signale au passage les valeurs x;
telles que f(x;) = @.

(La variable C sert a faire le décompte de ces interval-
les ; sielle reste a @, c’est qu’il n’y en a pas).

18 PRINTE “F XY=y cae?"
Fé

8@ INPUT N

s@ CLS

i@ DPIM XI{N+1)

118 DIM S(N+1)

i2é& FOR I=1 TO N+i

1538 LET X(IY=R+{I-1) x{B-A! -N
14@ LET X=X(I)

158 LET _Si(TI!=SGN (UAL Fs$}

168 NEXT I

1685 LET C=0

178 FOR I=2 TO N+1 )
ig@ JIF S5i{I-1)=@ THEN PRINT X (I
e EST SOLUTION™

185 IF S$(I-1)=0 THEN LET C=C+i
9 IF S(I-1}!=8 THEN GOTO 2448
2RI S(I)=@ THEN G0OTQO Z4a
218 LET S=51(XI-1) £S(T}

=28 IF_S=1 THEN GO0TO 240

=25 LET C=C+1

L INTERUBIILE {(“;XiX
= e X:{_IE ;Y COMRUIENT®

258 IF S ihN31)=2 THEN PRINT B; "
EST SQLUTIO
268 IF S(N+i)=@ THEN LET C=C+1
278 IF C=@ THEN PRINT “PAaS DE
ECLUTION SUR L INTERUALLE"™

(Pour un autre intervalle faire GOTO 30 puis NEW-
LINE).

Exemple :
fIx)=x-6x2+11x-6
Poura = — 5, b = 5 et n = 25, on obtient le résultat
suivant : | est solution, 3 est solution et il existe une

solution dans I'intervalle [1,8 ; 2,2].
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CHAPITRE 7

INTEGRATION D’UNE
FONCTION NUMERIQUE

Soit f une fonction numérique, définie et continu-
ment dérivable sur une intervalle [a, b]. Dans ce chapitre
sont exposées quelques méthodes de calcul du nombre

Sa= f: f(x) dx,

intégrale de la fonction f'sur I'intervalle [a, b].

1. Méthode des rectangles

Représentons graphiquement la fonction f'sur 'inter-

valle [a, b] :
of
[
|
/\T\
|

dy d2

|

|

|

|

1 X
b

|
|
|
[
|
|
a

L’aire limitée par la courbe, I'axe des x et les droites
d; et d; a pour mesure

S= I, fix)dx

Si nous décomposons cette aire en n rectangles de
méme largeur, nous pouvons évaluer S.

Al



X

Xy=3 X2 X3 X, X5 X6 X7 xg bz=xg

Chaque rectangle a pour largeur kg
et pour hauteur f(x;), avec,pour | <i<n+ 1,
x=a+(i-1) (b—;i).

i=n+1

OnadoncS= Y Lt a)Xf( i)

4@ ...NPUT
S@ PRINT

13@ LET X=R+:{1i-
1482 LET S=5+VURL F
15@ NEXT I

16@ PRINT S*%(B-RA! /N

Exemples :
1°" Soit a calculer S = f: xidx:

on obtient S = 74.17 pour n = 5@, S = 72.216 44 pour
= 500 et S = 72.108 @36 pour n = 1000 (au lieu de
S = 72).
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2° Pour n = 2000,
on obtient J;'/Z sin x dx = 1.000 392 7 au lieu de 1.

2. Méthode des trapezes

Au lieu de prendre des rectangles, on peut utiliser
des trapezes :

/r/‘ ~~\

X

Xy za X2 X3 X4 xg=b

On obtient facilement :

b i=n+1
7a -
S = X Yk flxi
X Xk fix),
aveck =1sii=1oun+ etk =2 autrement.

12 PRINT "F(X)=...?"

28 INPUT F3

32 PRINT "B=...7"

48 INPUT R

5@ PRINT "B=...7

6@ INPUT B

7@ PRINT "MN=...7

80 INPUT N

9@ CLS

1890 FRST

12@ LET S-@

128 FOR =1 TO N+1

138 LET X=A+(I-1) % (B-A} /N

14@ LET K=2
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1582 IF I=1 OR I=N+1 THEN LET K=
3
168 LET S5=S+KaURL Fg
17@NEXY 'k
180 PRINT S#%(B-R) s N~s2
Exemples :

1° On obtient foﬁ x?dx =72.014 4 avec n = 50.

2° Avec n = 500, on obtient Ji dx/x = 0. 693 147 43
au lieu de 0.693 147 18.

2
3° Avec n = 1000, on obtient fo 3* e* dx
= 31.211 864 au lieude 31.211 818.

3. Méthode de Simpson
3.1

Calculons I = ff f1x) dx sur un intervalle [a, 8] o

/S est développable en série de Taylor. Pour tout nombre
x de cet intervalle, on peut écrire une ¢galité du type :

f(x)=A+B(x~a)+C(x~a)2+D(x—a)1

si on se limite aux quatre premiers termes de la série.
En intégrant terme A terme, on obtient

I=

J2 Adx+ [P B(x-a)dx+ [’ C(x-afdx + [*D(x—a) dx
Soitl=% [64+3B(B-a)+2C(B-a)’+ 3—20(6—0)"]
Pourx=a,x=0etx = %‘Q, la sériede Taylor conduit a :
Sl@)=A,f(B)=A+B(B-a)+ C(B-a)*+D(B-a)et
F(e38) —a+ 8 -0+ £ B-ay+ 2(g-ay
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Ces expressions permettent d’écrire :

1= 822 e+ a5 (<4E) + 518
3

Soit maintenant a calculer S = [*  f(x) dx.

Divisons [a, b] en 2 n parties ¢gales : nous obtenons la
suite de points x; = a, X3, X3,..., X2n, Xon41 = b,

avec, pour | < i < 2n+]x,—a+(1

En appliquant la formule du & 3.1 a chacun des
intervalles [x; x3), [x3 X5),..., X2n1, X2n41], NOUS Obtenons :

S—_x [f(xl)+4f(xz)+f(x3)+4f(x4) + f{xs) + ...

i=2n+1
d’ou la formule de Simpson : S = L Z k f(x;)
i=1
aveck = l pouri=1lou2n+ l,k = 2p0ur1impairet

k = 4 pour i pair.

1@ PRINT "“"FiX)=..,.7%
2 INPUT Fg

.E?é—nxxa/N
i5@ IF I/E INT (Ir2) THEN LET X
16@ IF IT=1 OR I=2%N+1 THEN LET
178 LFEY 5;S+K*UQL Fg

18@ NEXT
19@ PRINT Sx(B-R) sN-s8

Exemples :
12 f: x?dx =72 pourn = 5.
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2 Avecn =25,

on obtient fol e 2 dx = 0.746 824 14
3* Rveon = 25,

on obtient ﬂf 3*e*dx = 31.211 827

4. Méthode de Tchebytchey
4.1

Peut-on trouver, pour tout polynome P (x) de degré
n — 1, un nombre k et n nombres x;, x,,..., x,. tels que :

L3V P(x)dx = k[P (x) + Pp(x) +..4 P(x)]?

Le mathématicien russe Tchebytchev (1821-1894) a

donné une réponse positive i cette question pour n = 3
4,5,6,7et9.

Pourn =9 ona: x,

)

- X9 =00911 589 31

X2 =—x5=10.601018 66
X3 = —X7 = 0528 761 78
Xy = —Xg = 0167 906 18
xs=0etk=2/9

4.2

Ce résultat permet d’obtenir une méthode de calcul
approché de S = L” f (x) dx.

b+ a b=a

Posons : x = A — & —i
. b-a [+ (b+a b*a)
alorsS—T f_n y 4 3 + St dt.
Soit g la fonction définie sur [ 1, 1] par:

st =/ (B2 + 25,
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alors!Si=

beda
)

NPT

Désignons par P le polynome d’interpolation de La-

grange défini, pour |1

< i< 9, par P(x)

glxi).

En remplacant g par P sous le signe somme, on obtient :

b= a

S:z

X%X [8(x1) + ... + g(x0)]

d’ou la formule de Tchebytchev

b =g

§ = g

gk

b+ a
2

by )
+—2 Xi

i=1

[T ORI LA L

Exemples :

4 Xdx

1 \/l+x3

“COMPLETEZ:

GEHEH

FiXl=eea?

p GO TG

YN T
Al

[

My fs

= 4.432 Q06 8 au lieu de 4.432 029 5

J 3% exdx = 31.211 809 au lieu de 31.211 818.
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S. Utilisation d’un développement en série

Soit, par exemple, a calculer S = fo“ e*dx.
Pour tout nombre réel x, on a

e x2  x* x6
€2=1—T!+—2—!—§+...
En intégrant terme a terme, on obtient :

S= -

u? u’
Tx 3 =+ 3T % 5—...,etc.
Conservons seulement les n premiers termes de la

k=n

série ; on peut poser S, = Z Cr avec :
k=0

u2k+l

Ce= (- 1)* mpourk? liet 65 = wu.
Si on remarque que

e I 2 —u? 2k-1
G=CD" gapigEhe xS

pour k > 0, on obtient la relation de récurrence -

_ D 51 u*
GG S SERIN

On a également S, = S, + C, (toujours pour k > 0).
Le nombre n étant choisi grace a la relation
| o] < 10, le programme est le suivant :

TC 16
=—CEUFUX (2¥K~-1) FK /(2%
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Exemple :

Pour u = 1, on obtient S = 0. 746 824 13.
(Comparer avec la méthode de Simpson).

6. Cas d’une borne infinie

6.1
SOit‘fl calculer S = fow e*2 dx.

Remplagons la borne infinie par un nombre b et
utilisons la méthode de Simpson. Pour n = Set b = 5, on
obtient S = 1.2533141; pour n = 20 et b = 10, S
=1.2533141;pourn=50etb =20,5=1.2533141.

L’approximation est trés satisfaisante : cela vient du
fait que e*%? tend rapidement vers @ quand x augmente.
(Le résultat exact est S = yx/2).

6.2

Dans d’autres cas, malheureusement, on ne peut pas
conclure car la dispersion des résultats est trop impor-
tante. Calculons, par exemple :

s= I 4%

qui vaut exactement: w/2 = 1.570 796 3. Avec la mé-
thode de Simpson, on obtient S = 1.520837 9 pour
n=100et b =20, S = 15113385 pour n = 25 et
b=50,S = 1558852 pour n= 100 et b = 100.
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CHAPITRE 8

EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

1.

Soit y une fonction numérique définie sur un inter-
valle [xo, xo + h] par une équation différentielle et des
conditions initiales yo = y(xo), y'(x0) = y'.... €tc.

Nous nous proposons de déterminer une valeur ap-
prochée de y(x) pour toute valeur x de I'intervalle [xo, xo
+ h] en nous limitant, cependant, aux seules équations
différentielles du premier ordre et a celles du second
ordre.

2. Equations du premier ordre

2.1 Méthode d’Euler

Soit y une fonction numérique définie par la condi-
tion p(xp) = yp et par I’équation y’ = f(x,y).

Supposons y définie et développable en série de Tay-
lor sur I'intervalle [xy, x, + h]. Si on conserve les deux
premiers termes seulement de cette série, on obtient une
valeur approchée de y(x) au voisinage de x, :

Y(x) = y(xo) + (x — Xo) y'(x).

En tenant compte de I’équation différentielle, on ob-
tient y(x) = y(xo) + (x — xo) f(X0,y0).

L’intervalle [xy, x] peut étre trop grand : divisons-le
en n sous-intervalles [x;, x;4;) de méme longueur / et

A



appliquons la formule précédente a chacun de ces sous-
intervalles.
On obtient y(x;4+ 1) = y(x;) + [ f[x;, y(x;)]
X — Xa
n
Si on pose y(x;) = y; on peut écrire
Yier =y;+ 1 flx, yy).
Le calcul de y(x) revient donc a déterminer la suite
Yo Vi, Vo ... Yo = y (x).
Le programme correspondant est le suivant :

avee [ =

28 PRINT “x@="",7%
20 INPUT X@

38 CLS

4 PRINMT "WwWO=, 17"
INPUT Y@

LS
PRINT “F(X,¥l=,,7"
22 INPUT Fg

2@ CiLS

188 PRINT "X=..%"

19 INPUT X

CLS

3@ PRINT “N=.,?"

48 INPUT N

s@ Ci

LET

=
i1za
3

-~

TG N-1

r-
m
_l
[ e

b

-
mr
=

KALCQRU ~~
i
#
m

+4+D &
r
|
&

r
m
i
w
-

Soh,parcxcnuﬂe,réquaﬁon_y’= 2y + 2x + I avec
Xo = 0 et yo = 0. Calculons y(/) : on obtient 5.106 683 4
avec n = 50, 53160179 avec n = 200 et 5.374 312 7
avec n = 1000 ; la valeur exacte est 5.389 356 1.

La précision du résultat augmente avec n, ce qui fait
que, en pratique, on peut connaitre le nombre des chif-
fres significatifs en comparant les résultats obtenus avec
deux valeurs différentes de . Cependant la méthode est
longue et on lui préfére la méthode de Runge-Kutta.

2



2.2 Méthode de Runge-Kutta

Sous les mémes hypothéses que précédemment, cette
méthode consiste 4 déterminer la suite s e ot
= y(x) a partir des formules suivantes :

® Vv =) +é[k1 + 2/(2 + 2/(3 2 k4]

/ k
Lf(x; p). ko =1 f(x; + g +7’)
[f(xj"*' _é'yj+ %), k4= [f(Xj'*‘ [,yj+k3)

Dans le programme, la fonction ffx, y) est entrée
sous forme d’une chaine de caractéres qui est évaluée
griace aux valeurs données a x et y; x; et y; sont dési-
gnées respectivement par u et v.

.k]

.k3

12 PRINT "X@8=, .7?"
28 INPUT xXg

38 CLS

4@ PRINT “Y@=..7"
5@ INPUT Y@

6@ CL.S

B PRINV 9 (X, YVi=..7?"
38 IMPUT F$

@ CLS

100 PRINT 1.7
1l@ INPUT X

128 CLS

133 PRINT "N=.."
148 INPUT N

iS58 CLS

16@ LET L=(X-X2) /N

170 LET U=X@

18@ LET U=Y@

i38 FOR J=@ TO N-1

288 LET X=U

21@ LET Y=U

22@ LET Ki=L%URL F4§

2C8BLET X=U+L./2

249 L. Y=U+K1,s2

288 LET K2=L*URL F§

268 LET Y=U+K2,2

278 LET K3=L%URL F$

288 LET X=U+L

298 LET Y=U+K3

32@ LET K4a=LxURL F§

?12 LET UsU+(K1+2xK2+22K3+K4
&

320 LET U=U+L

338 NEXT J

34@ PRINT U
73



Reprenons I'exemple précédent. Avec n = 20, on
obtient y(/) = 5.389 0448 ; avec n = 50, on obtient
5.389 055 8. L’erreur commise est de ’ordre de /5.

3. Equations du second ordre

Soit y” = f(x,y,y’) une telle équation avec, comme
conditions initiales, yo = y(xp) et y’p = y’(xo).

Pour calculer y(x), on détermine la suite yy, Vi Va
Yn = y(x) grace aux formules suivantes :

e

@), =)+ l[v’,-+é(k, + k; + k3))

o V=i 4 2kt 204
® k[ = lf(Xj, Vi, y,j)

. / R e k
® ky=1f(x;+ Sy YRV P¥ 7’)
/

/ . / ; k
o ks=If(x;+ 5,y + 2Vit gkuny+ _22')

o k= (x4 Ly + 1y 4 v+ k)

jvariede@an—let/=X="%e ,

Dans le programme, la fonction flx,p,y’) est évaluée
grace a la chaine de caractéres F$ et aux variables x, )%
et z, qui désigne .

Les variables x;, y;, y; sont désignées respectivement
paru, viett

18 PRINT "X@=..7"

28 INPUT X2

3@ CLS

48 PRINT “YB=gun.7h

S INPUT Y@

58 CLS

7@ PRINT " URLEUR DE Z@=DY DX
EN X& 7

a8 INPUT Ze

35 CLS

74



98 PRINT "Z DESISNE DY/DX ., .
"ENTREZ F(X,Y,DY DX} =F(X,Y,Z} s
ia@ INPUT FS

188 PRINT "X=..7"

i4@ CLS

iS58 PRINT "N=..7"

188 IMPUT N

178 CLS

188 LET L=(X-X23} /N

19@ L U=X2

Ze@BLET U=Y@a

216 LET T=Z@

228 FOR J=@ TO N-1

23020 LET X=U

240 LET Y=U

2598 LET Z=T

268 LET Ki=L*URL F§

27@ LET X=U+L .2

288 LET Y=UsL *T./2

229@ LET Z=T+Ki,2

388 LET K2=L*URL Fs§

318 LET X=U+L -2

320 LET Y=U+L T/ 2+L%K1-4
33@ LET Z=T+K2-,2

348 LET K3=Li%URL F%§

359 LET X=U+bL

368 LET Y=U+L*T+L*K2/2
37@ LET Z=T+K3

388 LET K4=L*URL F&§

388 LET U=U+L ¥ (T+(K1+K24+K3}) ~6}
488 LET T_T+(K1+2*KE+E*K3+F41zs
418 LET U=suU+L

<20 NEXT J
43@ PRINT U

Soit, par exemple, I'équation p” = 3y’ + 2 — 6x, avec
\’0—@ Yo = 261 l"o— 3.

Avec n = 25, on obtient y(1) = 22.085 443 au lieu
de 22.085 537.

L’erreur commise est de ’ordre de /5.
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CHAPITRE 9

OPERATIONS
SUR LES VECTEURS
ET LES MATRICES

1. Opérations sur les vecteurs de R?

1.1 Produit scalaire et produit vectoriel

‘u et v désignent deux vecteurs de R* ayant pour
coordonnées respectives u;, u, uzet v, v, v; relativement
a_une base orthonormée positive de R?, désignée par
(i j. K. iy

Le produit scalaire « - v est le nombre u,v, + wu,v,
+ u3v;. PRI

Le produit vectoriel « Ava pour composantes :

(13— uzvy) 0, (Uuzv; — upvs) j et (uv, — uzv;) k.

1@ OIM L(3R:}

28 DIM UWi3)

3¢ FOR I=1 TO

4@ PRINT “U({"; I;"Y=...7"

5@ INPUT UiI)

s S o IS el G T

7a& INPUT (I}

&& LS

NEXT I
198 PRINT “"PRODUIT SCRLAIRE=™;
i1 U L1) +LE(2) 2 {D) +UII3)Y 3P (3}
119 " PRHINT
iz2@ PRINT “COMPOSANTES DU PRODU
T VTR ORI =

13@ PRINT Uia2) xU(3) U {3} U3}
RS
14@; PRINT UI3) s UL LI 1) 23] ;
pan
_L‘SE PRINT U{1l) U (2! - U2 V1)
HERT

ey



Exemple :
w=127+47+55%k
V=-27+ 3745
On obtient :

u.y

3435etunv=15i-164+ 11.6 k.

1.2 Produit mixte et double produit vectoriel

u, v, wrsont trois vecteurs de R’ de coordonnées
respectives uy, u, uz, vy, v, vy et w;, w,, w;, relativement a

la base orthonormée positive (7, J, k).

u (A w).

vecteur wA (VA w).

78

¢

I

Le produit mixte des trois vecteurs est le nombre

Le double produit vectoriel des trois vecteurs est le

i@ DIM U(s:

28 DIM U(S]

38 DIM LIS

48 EOR.X=-31.F0O 5

SRSHREINy S g e e

858 INPU uixn)

FAARREINT (MWL S Th ool Mg &

88 INPUT QiI3

98 PRINT "U(";I;")=...7

188 INPUT WX

118 CLS

12@ NEXT I

138 LET RA=U1) 26U {2) WU I3) - 131
(212

14@ LET B=U(2} (L {3) 2W (1) —8E03)
I {31}

iIS@ LET C=U(3) % (U (1) $UI(2) U (2}
#0311

368 LET D=U{1}3U{1}) +U{2) s (2} +
U(3) 313}
178 LET E=UIlr 201 +U(2) 2023 +
UI3) U (3)
188BPRINT "PRODUIT MIXTE=",R+B+
198 PRINT A7 5,8; "COMPOSRNTES g
! QOQUBLE PRQDUIT VECTORIEL: "
280 FPRINT D3U(1)-ExMN{L1); 1"
210 PRINT DxU{2} -Exll(2} o Bl
2290 PRINT D3V (35) -ExU{3) . " 2K"



Exemple :
U=2i+j-kv=3i+2j+5kw=—i+3j+2k
On obtient : produit mixte : — 44 PSS BEr
double produit vectoriel :@7— 11— 11k.

2. Opérations sur les matrices
2.1 Addition

Soient 4 et B deux matrices a n lignes et p colonnes
chacune. Posons, pour | <i<netl <j<p,
Clij) =A(ij) + B (ij).
1@ PRINT “N=...7"
2@ INPUT N
S8 DRINT “B=, . 7"
4@ INPUT P
S@ DIM AIN,P)
&8 DIM BiIN,P)

“~ 4
L
1}
]

T
“
It
“
]

Y+B{I, N

XT X
218 PRINT “"TERMINE®"
Exemple :
n=3p=2
3

1
S 2
2 0

V) i e e o o e ot ot 20 o 120
0 OO~ -GN = B
BELAGESRREaE

P

m

X

|

4

2
2t

—_—
I

— O\ Lh
(%]

1
= P 2]

2.2 Multiplication par un scalaire

1@ PRINT "N=,..%"
2@ INPUT N
S8 PRINT “"FP=,..78
2 INPUT P

@ PRINT “"K=a..7"

4 ran)
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62 INPUT K
78 DIM At

e

XT I
21@ PRINT Y“TERMINE"
2.3 Multiplication de deux matrices

Soit 4 une matrice a n lignes et p colonnes et soit B
une matrice a g lignes et r colonnes.
Le produit 4 X B n'existe que pour ¢ = p : dans ce
cas, A X Best une matrice a n lignes et r colonnes.
Désignons, pour | <i<netl < j<r, par C (ij)
le ceefficient de la matrice 4 X B situé sur la /#m ligne et
sur la j*m colonne. On a :
. k=p
Clij)= Y A(ik) x B(k,j).
k=1
Le programme est le suivant :
12 PRINT "N=...7?"

ZF INPUT N
38 PRINT "P=...7"
42 INPUT P
58 PRINT "@=...7"
5@ INPUT @

3 IF @<>P THEN PRINT “ERREUR.
IL FRUT a=P."

28 IF 2<:P THEN GOTO =@

2@ PRINT “R=.d.7?"

i1Ge INSU

4

178 PRIN
is@ INPU

[
B
4]
)
m
* 4
~~LHMm O0D

80
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L -A~C

e bl o =
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CIMEDZ

-

~ ||.nll ([T T

)

&

o

m

2

n .
QXL
oo i e s s

PL,Jdi +8 1T K} =B

.

]
i
&
i)
Py
z
~4
4
0
:'
L]

Dy

S
268 NEXT J

B NEXT I

388 PRINT “"TERMINE®™

312]xé?_[73]
40 1 - R

3. Image d’un vecteur par une matrice carrée

Soit 4 une matrice carrée a n lignes et n colonnes et
soit X un vecteur de coordonnées x;, X3, .., Xn
L’image, par 4, du vecteur x est un vecteur y de
j=n

coordonnées y;, y,,..., Y, avec y; = Z A (i,j) X x;
j=1

140 PRINT "X, X;")=...2"
1S58 INPUT XI(I)

168 CLS

179 NEXT I

81



188 FOR I=1 TO ™

228 _NEXT J
2CORIPRINT V(" X;")=";Y (I}
242 MNEXT I

Exemple :
S

NI
(VRN )

— 1 0.5

82



CHAPITRE 10

RESOLUTION D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS LINEAIRES

1. Inverse d’une matrice carrée

1.1

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour calculer, si
elle existe, la matrice 4-/, nous utiliserons une méthode
dite méthode du pivot.

Considérons les manipulations matricielles suivan-
tes :

1. on échange deux lignes de A.

2. on multiplie tous les ccefficients d’une ligne de A4
par le méme nombre non nul.

3. ala i ligne de A, on ajoute la k* ligne.

On démontre que chacune de ces manipulations cor-
respond a une pré-multiplication de 4 par une certaine
matrice M. Si A existe, on peut transformer la matrice
A en la matrice unité / grace a une suite de manipula-
tions M,, M,,..., Mp:on a alors Mp X Mp, X ... X M, X
M] XA ="

Il en résulte, aprés post-multiplication par A/,
Mp X Mp,] xXe. X Mz X M[ X =4~

La méme suite de manipulations matricielles faite
sur / transforme cette matrice en 4.



1.2

Montrons sur un exemple le fonctionnement de cette
méthode.

- S R 1 0 0
A= Bl 3 [ = Qs diy 9O
1« 4 9 07 Prq

1° Transformation de la premiére colonne :

On divise la premiére ligne par 2 pour obtenir 1 sur

la diagonale de A.
0.5 0 (0]
0 1 0
Q (0] 1

1 1 0.5
0 1 3
1 1 0

On retranche la premiére ligne de 4 a la troisiéme
ligne de 4 pour avoir @ en début de ligne :

1 1 Q.5 05 0 0
Q 1 3 0 1 0
0 0 -05 b5 0 1

2° Transformation de la deuxiéme colonne :

Il'y a I sur la diagonale, on ne change donc rien a la
ligne 2 ; on retranche la ligne 2 a la ligne 1 :

1 @ -25 Q.5 -1 0
0 1 3 0 1 0
0 0 -05 -05 0 1

3° Transformation de la troisiéme colonne :

On divise la ligne 3 par — 0.5 pour avoir 1 sur la

diagonale de A.
Q.5 -1 0
(0] 1 0
1 0 -2

1 0 =25
0 1 3
0 0 1

A



A la ligne 1, on ajoute la ligne 3 multipliée par 2.5 ;
a la ligne 2, on retranche trois fois la ligne 3 :

l5Te ~Q
2 1 @
L N

/{

1.3 Programme

Al =

-

3 -1 -5
leze
PFol0R=2

A (i,j) désigne le ceefficient de la matrice 4 situé a
I'intersection de la %7 ligne et de la j*™ colonne.
B (i,j) désigne d’abord les ceefficients de la matrice

unité, puis ceux de 4.

N est I'ordre de la matrice 4 - avec 16 K de mémoire,
on peut prendre n entre 2 et 20 ou 30 selon les cceffi-

cients de A.

(Remarque : une n + 1% ligne est réservée pour stocker
une ligne quelconque de A en cas d’échange de lignes).

INPUT N

DIM Gi{N+1,N)
DIM BiN+1,.NJ}
REM “ENTREE DES
LA HMATRICE UNITE"
FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N
BRINY “RAt“; I;","
INPUT AT, N

CLS

LET B ,d) =0
IFf = ' THEN LET

i

xx
2

ndad s PR N

@ THEN
ISE LR

DEZN

AT TR EN ~ i

+
}
}
D

(R
K
+

Pl
-

N
=8 (K, J
} =B K.

TRANSFORHM
DIFFERENT
TG N
IF I=K THEN GOTQ
LET E=R{I,K}
FOR J=1 TO N
LET R{I,J}=R{I. N

P

o~

itn

[N

PRI DTN
(00O Gt D T o o
DAL

[

¥
THEN LET

SOTO
I

~D
D

E B¢
%]

29

&om
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27@ LET Bi{(I,J}=B(I,J)-ExB{K,J}
28@ NEXT o
50@ NEXT I
32@ NEXT K
39S REM © EDITION DE LA MATRICE
INUERSE"
318 FOR I=1 TO N
3286 FOR J=1 TO N
230 PRINTI “B(";1;",% d; “Fa"; BlI
J3
348 NEXT J
358 NEXT I
362MGOTC Soa
3585 REM "CAS OU A(K,K)=8"
5378 LET C=C+1
28@ FOR J=1 TO
39@ LET A(N+1,d) =A{K,N
42@ LET Bin+1,J} =BiK,d
413 NEXT J
42@ FOR L=K TO
43@ FOR J=1 TO N
44@ LET AIL,Ji=A(L+1,N
45@ LET _BiL, ) =BiL+1,0}
482 NEXT J
472 NEXT L
43@ IF C:=nN-K THEN GOTG 18@ g
492 PRINT “LA MATRICE M EST PAS
INVERSIBLE"
S@a STOP
Exemples :
1) Reprendre la matrice du & précédent.
2)
1 #4318 7 19 —43 103 -42 40
-3 7 11 1 -15 -1 10-24 8-9
A=1=1 2 1 0=~ 3|4k Lx 08 B3 3
2 28499 1B W -7 15-35 16 -15
1 4 34 7 0 -4 12-29 11 -11

2. Résolution d’un systéme d’équations linéaires

21

Soit a résoudre le syst¢éme de n équations linéaires a
n imnconnues suivant :

86



apx;+apx,+ ...+ aux,=b

’
’

w1 X1 + Qa2 X3+ ... F Qun X, =8

Désignons par X le vecteur (x;, x,, ..., X,) et par b le
vecteur (by, b,,..., b,). Si A desngne la matrlce des ceeffi-
cients ay, alors le systeme équivaut a 4 (x) b, Le
syst¢me a une solution si et seulement siA est mver51ble
on a alors X = 4-(b).

2.2 Programme :

Il suffit de reprendre le programme du paragraphe
1.3 pour chercher I'inverse de 4, puis de remplacer I’¢di-
tion de A~ par le calcul et I’édition de .4~ (b).
(Dans le programme, les ceefficients de matrice unité,
puis ceux de 4~ sont désignés par Q (i,j)).

18 PRINTY "“HMN=...7?"
28 INFUT M

Se DIM AiN+1. N
48 DIM DiN+I . M
S8 DIM X (N:

£ DIM B (N}

88 REM ENTREEDES WAL, U} ET
DES BILT)

79 FODR I=1 TO N

@ FOR J=1 TO N

98 PRINT “R((“;I;",";Jd;"¥=...72
18 INPUT A{I.,. 4}

118 CLS

i2@ LET @i(I,.i =@

138 IF JI=J THEN LET BiI,;Jd) =1
14@ NEXT J

215 REM CRL TN DFE INUERSE DE
LB MRTRICE &

2 FoR RK=1 TO N

238 IF RK,X)= THEN LET C=@
24 IF AIK,R}) =8 THEN SOTO 482
25 LET D=RIK K}

26 FOR Jd=1 TO N

87



TS0 S 5T A S

PRINT
GOTO &2
REM CRL
UT ION
FOR I=31
LT Xa 3
FOQR =1
FET Kl
NEXT

100 e 53010 000 (0] 2 62 8 30 18 oo 50008 200> 3OOV 48 13 e 550020 200 o5 0 1 5 000 00 st 350 1430368 )
BHGEGESTIREUQSERAEGHE

VOOV I IO CR A CTLCR OO o B o e e g A0 00 40 0 G4 4 L GO CO N PN

er

Exemple :

2x1—x;+ x3 =
X+ 5 x5=Dox]
3x;-2x,4+ 3 x3
On obtient :
X1
X2
X3

S

88

-E*xR (K, J)}
~Ex& (K 33

~

N
HY =R AR )

THEN SOTO 248
DE SOLUTION™

ET EDITION DE L&
N

&
CUL

TOQ
=@
TO
=X +8 (T J) 28 )

X{";XI;"Y=";X1I}

1

N
¥ B 5

TLERMINE:"

1
=3

3.357 1429
- 1.928 571 4
—3.642 857 1



CHAPITRE 11

DISTRIBUTIONS
STATISTIQUES

1. Distributions a une variable

1.1 Calcul de la médiane

Soit x;, x,, ..., x, une série statistique de n nombres
rangés par ordre de grandeur croissant. La médiane de
cette sé€rie est alors m = x, 412 si n est impair

1 : :
oum = 7[)(,./2 + X; 4 2] S1 1 est pair.
Dans le programme qui suit, la série x;, x,, ..., x, est

d’abord classée (voir & 2.2 du chapitre 1) ; le calcul de m
est fait ensuite.

1& TNPUT N

=28 DIM X (N}

38 DIM Y IN)

35 REM "RANGEMENT DES X {13

4@ FOR I=1 TO N

50 PRINT "“"Xi(";X;")=...7"

&8 INPUT X{I}

7?8 LET Y(Il=X{I}

2@ CLS

I NEXT I

13@ LET C=0

11@ FOR I=1 TO N-1

128 IF Y iI):i=Y1(I+1) THEN COTO 3
e

132 LET D=Yi{I)

148 LET YI(Il=Y(I+1}

158 LET Y {({I+i)=D

16@ LET C=1

178 NEXT I

183@ IF C=1 THEN GOTOG 18a

RQ



REM “"EDRITION

LEY P‘—\‘(fN+i} el

IF Ny,2=INT (Ns2) THEN LET M
Y INAZ) +Y (2 +NL2) )

PRINT “HMEDIANE=";M

i

TSI ot o
pan SN
GlLﬂ".:”S”'.ﬂ

Exemple :

La médiane’de la série 2:8; 5,7, 1,3, 9, 12, 8, 4, 10,
I2iest 15,

1.2 Moyenne, variance, écart-type

Soit x;, X5, X3, ..., X, une série de n nombres.
La moyenne de cette série est

] . e
W x; ; la variance de cette série est ;

! p fiigs o W%
le X; — m)? 7<ZA,~->—m,
I"écart-type de la sérieeste = | v.

12 INEUT N
28 LET S5=0
38 LET C=06
48 FOR I=1 TO N
S PRINT ST,

&3

70

Sa

=32 :

1BE NES I

112 PRINT "MOYENNE: ;3N

128 LET UsCos/N-{S/NI i3 N}

132 PRINT “UARIANCE: *;u

ii@ PRINT "ECART-TYPE: “;SeR U
Exemple :

Série2,.2.5,8.8,9.12. 15
m = 1.625, w=:18.234375 et e= 4.290 172.7.

Il est fréquent de voir figurer plusieurs fois la méme
valeur x;. Le programme qui suit permet d’entrer x; en
tenant compte du nombre de fois k; ou cette valeur
figure dans la série.
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i1a@ PRINT “EFFECTIF TOTAL <°

28 INPUT N

<t LB S=@

48 LET C=@

5@ LET d=@

58 IF J=0 THEN PRINT "iERcS

URLEUR 7%

78 IF d{}@ THEN PRINT “URLEUR
=U§JHNTC SR

@ INPUT x N
92 PRINT “COMBIEN DE FOIS 2%
180 INBUT F -
1i@ LS
12@ LET S=5+F*X
138 LEY (C=0+F XX
148 LET J=Jda+F
isSe I DN THENM T85O0 78
15@ PRINT “MOYENNE: 18N
170 LET U=C/N-i3-N) *i(5-0)
189 PRINT "UARIANCE: “;y
198 PRINT "ECRRT-TYPE: ";S@R U

Exemple :

Série 3, 3,3,5,7,7,9, 10, 10, 10, 10, 12
Moycnne 7.416 666 7
Variance : 9.576 388 9
Ecart-type : 3.094 574 |

2. Distributions a deux variables

2.1 Définitions

Soient x;, Xz, ..., X, et y;, vy ..., Vn deux séries de n
nombres chacune.
Si my, et m, désignent les moyennes de ces deux

séries, on a :
2 (xi— my)?
b x,-2> —m;?
T 2 i-my)?
LX) -m

Variance des x = Var (x) =

Il
D T
|[— 3|— x|—

Variance des y = Var (y)

.._.\

Il
A



Covariance des x et des y = Cov (x, »)

2:(Xr—”u)Wr—"%)
=<—’]1 Z xiyi> —Mxmy

Le coefficient de torrélation linéaire r est le nombre :

Cov (x, )
Y Var (x) X Var ()

2.2 Programme

Q

@
5]
@
)
1
x

S8 PRIN

248 LET COU=U-N
259 PRINT
26@ PRINT
278 PRINT

283 PRINT o &
="; COU-SER  (UX£UY)
Exemple :
Série des x - 5 8.19..107121 15
Sériedes y 1, 5,7, 11523820
On obtient :

m, =9.8333333 m, =95
var(x) = 9.8055556 var(y)=37.25 cov(x,y)=18.916667
r=10.989 795 26
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3. Ajustements

3.1

Soient x;, X,..., X, €t y;, pa..., Vn deux séries de
nombres chacune. Peut-on trouver une fonction numéri-
que f dont la courbe représentative « s’ajuste » le mieux
possible aux n points de coordonnées x; et yi?

Pour répondre a cette question, on utilise la méthode
des moindres carrés : les paramétres caractéristiques de/
sont déterminés en cherchant le minimum de 3 i—f1x)).

3.2

Avant de calculer un ajustement, il peut étre intéres-
sant de visualiser le « nuage » des points (x; yi). Le
programme suivant, adapté de celui du chapitre 5, § 1,
permet de le faire (les axes ne sont pas dessings).

1@ PRINT “"N=.,..7"
2@ INPUT N

30 DIM X (N

48 DIM Y (N}

S8 LET P=13:xx38
68 LET M=-p

85 REM ENTREE DES X{(I} ET DES
¥ (I} ;RECHERCHE DES MAXIMR ET
DES MINIMAR

188 FOR I=1 TO WN

11@ PRINT “X(“;I;"™)=...7"

120 INPUT X (I

1368 PRINTIHNE IQOIT O B IS W
140 INPUT Y (I

150 CLsS

168 IF Xt M THEN LET M=X(

I3
8 THEN LET @=Y (I}
P THEN LET P=X{13
R THEN LEFT R=Y4I)

23@ PLOT S3%(X(I-P) ~{M-P) 2843% ¢
YII) -R) < (B~}
248 NEXT 1



Exemple :

- N

ERIE DES X:2,5,12,253.36,12.58.,24
32,18

SERIE DES ¥:5.6.,24,45,.35,21,9.,12
22,15

3.3 Ajustement linéaire

On cherche a ajuster une droite d’équation y = ax + b.
[La méthode des moindres carrés conduit a :

= SOV (XV)oi p = ;
a—Tar%)—(cht m, — aniy

I1 suffit de reprendre le programme du & 2.2 en chan-
geant les lignes 200 4 280 :
1@ PRINT "EFFECTIF DE CHRQUE
SERIE 2

=

I~
ra
T
&
-
Z

A
]
L] ;
{1
<C~n

ol
&
=
i
ol
L
o 550 10 30 0 1

W

T3]
i
-
7
%
z

~
.



1@ YINPUT

119 PRINT SR b S ) e R
128 INDPUT Y

138 CLS

14@ LET S=S5+Xx

158 LET T=Ta+XxX

1S@ LET Usiisy

170 LET UsiUaYsy

156 LET UslieXeY

i596 HNEXT I

208 LET MX=S/N

2i@ LET MY=UrN

S208 p

Z5a J ;

249 L =43 N - MX X MY

25@ LET A=COU . UX

25@ LET B=HY-AsMX :

27@ PRINT "EQUATION CHERCHEE - ©

228 PRINT “Y=";R:"xX41";R -

29@ PRINT AT 8,@; "COEFF. D AJus
TEMENT; - 5

328 PRINT INT (ABRS (i3@:C0U.SOR

IUX3UYI )Y 2130

La ligne 300 utilise, avec deux décimales seulement,
la valeur absolue du coefficient de corrélation comme
coefficient d’ajustement : plus ce coefficient est proche
de 1, meilleur est I'ajustement.

Exemple :

Série des x:3,4,6,8.8. 12
Sériedes y:3,6,5,5,8, 11
Equation de la droite d’ajustement :
y=10.744479 5 x + 1.246 056 8
Coefficient d’ajustement : 0.86

3.4 Autres ajustements

On se raméne au cas précédent pour chacun des

ajustements suivants: y = g eb*, p = ¢ Log x + b et
— b
y = axt.

I Pour l'ajustement y = g e on a, pour y > 0,
Log y = bx + Log a ce qui ramene A un ajustement
lin€aire. Au programme du & 3.3, il suffit d’apporter les
modifications suivantes :



125 LET Y=LN Y L
asaﬂppm'r Y=ULEXPB; YeEXP U5 R
S

Exemple :

Série des x: 2,4, 6,19, 15
Sériedes y: 5, 8,12, 22, 54

On obtient y = 3.786 307 5 x exp (0.178 293 41 x).
Coefficient d’ajustement 0.99.

2° Pour un ajustement du type y

=a lLog x + b, on
ajoute deux lignes au programme du § 3.3 :

X=LMN X

i@ ETY
=3 RIRT "Y' A, 206X ;5

i

L
=

e

(Ce programme suppose les x; > 0).

Exemple :

Série des x: 6,9, 16, 22, 40.
Seriedes 1,2 3.4, 5,

On obtient y = 2.118029 3 Log x + 2.736 256 6.
Coefficient d’ajustement : 0.99.

3° Pour un ajustement du type y = ax®, on doit avoir

x;i > 0 et y; > 0. On apporte au programme du & 3.3 les
modifications suivantes :

188 LET X=LMN X
125 LET \-Ln

Y
nbm':'np“ TY =" EXP B UEIXEsT:iA

Exemple
Sériedesxa 25455,.19, 12
Sérnie:des |y oy 3, 971205122
On obtient y = 0.320 752 @5 X x'7776529,
Coefficient d’ajustement : 0.97

nr



4. Histogrammes

4.1

Soit x;, X3, ..., xx une série de k nombres : cette série
peut €tre représentée par un histogramme de n classes
ayant toutes la méme amplitude.

Les deux programmes qui suivent permettent de
choisir n < 12. Sous chaque rectangle figurera la fré-
quence de classe donnée en pourcentage arrondi a I’en-
tier le plus proche.

L’¢chelle choisiec donne 40 carreaux de hauteur au
rectangle correspondant a la classe d’effectif maximum.

4.2

1¢" cas : les nombres de la série sont entrés un 2 un au
clavier.

%@ PRINT "EFFECTIF DE LR SERIE

28 INPUT K

3@ DIM X (K}

35 REM "ENIREE DPES X1(I);
RECHERCHE DU MAXIMUMN ET DU
MINIMUM DES X{I}™

42 LET M=-10%x38

S8 LET P=-M

68 FOR I=1 TO K

I B S SN R O Rt R T L

880 INPUT X(I)

8@ IF X(I}>=M THEN LET M=X{(I)
19@ IF X(I) <=P THEN LET P=Xi(I}
118 CLS

12@ NEXT I

13@ FRST

135 REM CARLCUL DES LIMITES L (I3
ET DE L EFFECTIF E(I) DE CHROUE
CLASSE

148@ PRINT "COMBIEN DE CLBSSES
-

iSe@InPuT N

i6@ DIM L (N+1)

178 DIM E (N}

i8@ FOR I=1 TO N
=g+tI—1)*(H—PEJN

w
@
o}
y
m
]
1

n~



IRIR L ]
T b bes (2

|~

N
=HI(I} #4383 -R

480 PR.LNT F‘T 21.Xr-2; INT (FII}+&
490 IF N(—l@ THEN LET WU=E

f § THEN LET WU=5
SI@ LET X=X+LJ‘
520 NEXT I

(Pour changer n, faire GOTO 140, puis NEWLINE).

QR



Exemple :

P
s
inl
i
[
it
]

4.3

2¢ cas: l'effectif de chaque classe est connu. On
change, dans le programme précédent, les lignes 10 a
270 :

1@ PRINT "COMBIEN DE CLASSES




brdead v PN

0o~

% -5

s ZZ M

P

348 IF H

- N
37% LE§ H{I}=H{I} x4dR

328 SLOW

1482 CLS

418 LET X=@

428 FOR I=1 TO N
43538 FOQR J=& TO &
44@ FOR Y=3 TO H{I)
458 PLOT X+dJd.,Y

458 NEXT ﬁ

47@ NEXT

480 PRINT AT 21,X/2; INT (F{I)+&

492 IF N<=1@ THEN LET =8
S00 IF N>i& THEN LET W=S
S10BLET X=X+u

52@ NEXT I

Exemple :

Dix classes d’effectifs 20, 30, 40, 60, 90, 95,
120 et 60.

3 a4 s

nn

100,

110,



CHAPITRE 12

LOIS DE PROBABILITE (1)

1. Loi géométrique

1.1 Définitions

Un événement peut se réaliser avec une probabilité g
lors d’une épreuve. La probabilité p, d’obtenir cet événe-
ment a la n®m épreuve seulement est donnée par :

Pi.=g L8,
La probabilité¢ p, de voir se réaliser cet événement
une fois en n épreuves au plus est donnée par :

i=n

Pia = A e
1.2 Calculde p, = q.=(|1 —g)™!

183 INPUT 9
2@ INPUT N
S@ FRINT "P=";Q&{({i-G) $x(N~12:

Exemple :

La probabilité d’avoir a lancer cinq fois un dé pour
obtenir un 2 au cinqui¢me essai seulement est
0.080 375 515 (g = 1/6).

1.3 Calculde p, = 2~ g (1 —gq)~
i=1

On reconnait une série géométrique de somme
I=(1-q)
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18 INPUT ©
28 INPUT N
3@ PRINT "P=":1-{1i-0) £xN

Exemple :

Quelle est la probabilité de lancer dix fois un dé sans
obtenir 6 ?

La probabilit¢ d’obtenir un 6 en dix lancers au
plus est 0.838 49442. La probabilité cherchée est
1 -0.838494 42 = 0.161 505 58.

2. Loi binomiale

2.1 Définitions

Un événement peut se réaliser avec une probabilité q.
La probabilité p, de voir cet événement se réaliser k fois
en n épreuves est donnée par p, = Cy g“(1 — q)** avec
entier = 0, n entier = 1. C,* est le nombre :

n!
kKI'X(n—k)!

La probabilité p, de voir cet événement se réaliser
k fois au plus en n épreuves est donnée par :

i=k : e .
P2 = Z C‘l"q:(l _q)n—:

i=0
2.2 Calculde p; = G (1 — g)+*

Pourk = l,ona:Ck= Ck! x H=k+1

k
Par suite, :
G gk (1 -g)* =
K-t ke el n—k+1 q
R P (] g S s

pourk = letg # 1.
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1@ INPUT @

2@ INPUT K

38 INPLT N

40 LET P=(1-0) 33N

IF K=& THEN GOTO 28

FOR J=1 TO K

LET P=Pzx@x (N-Jd+1!  ds(1-072
NEXT

PRINT “P=';p

%

e~ Cren &
153 3t U R e

Exemple :

Pour g = 0.2, k =-3, n = 15, on obtient :
pi=0.250138 9.
2.3 Calcul de p; = Zb C.q(1-g)

On reprend le programme précédent avec une boucle
FOR/NEXT

ThiEN n— =
ihp =

i

Bl

100 S G0 T T - CD [Vh e
153 P i 755 S50 550 150 150 50 55 00

it it i

Exemple :

Pour g = 04, k = 3 et n = 5, on obtient:
p2=10.91296

3. Loi de Poisson

> 4

3.1 Définitions

Soit un événement qui, sur un intervalle de temps ¢,
peut survenir 0, 1, 2, 3,..., n fois.
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Supposons que, en moyenne, cet événement sur-
vienne a fois dans cet intervalle de temps.
La probabilité p; de voir I'événement se réaliser 7 fois
dans I'intervalle de temps 7 est :
— a"
kel A
LapnﬂmbﬂhépzdevmrFéénmnmnseréﬂmernﬂﬁs
au plus durant I'intervalle de temps 7 est :

J=n

- a’
p2 = J;) j.’ é’_"

3.2 Calculde py =% ¢e

Ona: -
n
Logazpax Dy dy La_ . [T «
n! 1 2 n J
i 1
1a INPUT R
2@ INPUT N
3@ LET P=EXF -1
4@ IF N=@ THEM ©OTO aa
5@ FOR J=1 TO N
53 LET P=Fza.,u
78 NEXT
88 PRINT “p=';p

Exemple :
Sia=09etn=1,p, =036591269

3.3 Calcul de p, = i %e*"
j=o J:

On reprend le programme précédent avec une som-
mation.

104



Exemple :

Poura = 0.7 et n = 3, on obtient p, = 0.994 246 54.

INPUT A
INPUT N

-=P
IF N=3 THEN GOTO 23&
FOR J=1 TO N

LET C=CsR.-U

LET P=P.:C

NEXT

PRINT “P=";p
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CHAPITRE 13
LOIS DE PROBABILITE (2)

1. Loi normale a une variable

1.1 Définitions

Soit x une variable aléatoire distribuée suivant une
loi normale. Si a désigne un nombre réel quelconque, la
probabilité p d’avoir x < a est donnée par :

1

TSI T b — 1/2 (x-m [5)?
p PR = ‘l_m e dx.
m est la moyenne de la distribution, s ’écart-type.
Sim = 0ets =1, la loi est dite centrée et réduite.

1.2

La courbe donnant la densité de probabilité est une
courbe «en cloche ». La figure ci-dessous montre cette
courbe pour m = Qets = 1.

"
'n,ﬂ
ll':;j LA I

-
smu:‘n" : E“ELXN
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1.3 Calcul de p

En posant t = sx + m, on obtient :

1 2
y & \/— el-2 dt.
Puisque 1 ¥ e dt = Q.5
V 2w J-oo 2

on obtient p = 0.5 + \/—21—7r ﬂ,a_m el-t)12 dt.

Soit z = (a — m)/s. Apres développement en série de
e)2 et intégration terme a terme, on obtient :
j=oo ' Z2+1
P e e S A R %Y
3 Z2j+1
Qj+ 1) xjTxY"
On peut écrire, pour j = 1 :

Posons C; = (- 1)/

P N = I
Ci=-Cp X TEAIE L) avec Co = ox Z
Programme :

1€ IMNPUT M

28 IMNPLT S

3@ INPUT R

4@ LET Z=(R~-M) /S

S&e IF RABS Z»4 THEN GOTO 15695
68 LET N=1@

78 IF ABS Z»>»=2 THEN LET N=25
88 LET C=E

9@ LET T=Z

180 FOR J=1 TO N

11@ LET C=-Cx(2%J-1) 3Z#Z- (2525 ¢
2E¥J+1))

122 LET. . T+t

13@ NEXT J

14@ LET P=0.S+T/50R (2xFPI)
158 GOTO 18@

16@ IF SGN Z=-1 THEM LET P=8
178 JIF SGN Z£=1 LHEN LET P=1
188 PRINT P
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Exemples :

Sim=0ets=1,p=0.977 249 87 pour a = 2.
Sim=25s=5eta=18,p=0.080756 659.

1.4 Probléme inverse

Soit p un nombre compris entre 0.0001 et 0.9999.
Pour quelle valeur de a la probabilité d’avoir x < a
vaut-elle p ?

Programme :

1@ INPUT M

28 INPUT S

3@ INPUT P

4.0, LET H=-4

SG LET B=4

68 FOR I=1 TO 15

65 REM CRLCUL DE LR PROBRBI-
LITE @ D RUOIR X<=Z

72 _LET Z=1(H+B] /2

2FJ+12
148 LET T=
iS8& NEXT J
168 LET Q=8.5+T-/50R (23:FPI)

165 REM NOUUELLE BOUCLE 7

iTR IF GABS (P-8) <=18:%-6 THEN
GOTQ =228

180@IF R>P THEN LET B=Z

19@ IF Q<P THEMN LET H=Z

282 NEXT I

295 REM EDITION

21€@ LET R=Zx5+M

220 PRINT SGN R:INT (12062883 R
} 1000

5
ot
I3e LET ©
T

Ce programme est basé sur la remarque suivante : on
a sensiblement p = @ pour x < m — 4 set p = 1
pour x > m + 4 s. Il suffit donc de calculer a entre ces
deux valeurs extrémes par dichotomie.
Exemple :
Sim=2,5s=5etp=0.75, on obtient a = 5.372.
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2. Loi du 2

2.1 Définitions

Soit x une variable aléatoire = 0. Si cette variable
est distribuce suivant une loi du x? 4 n degrés de liberté,
la probabilité p d’avoir x < a est donnée par :

1 a
P= BTGz b e dx
n est un entier = 1.
I' désigne la fonction gamma définie, pour x = @, par :
[(x)= [° etrar

On démontre que I' (n/2) = (n/2 - 1)! pour n pair,
tandis que

I (n)2) = ”—E‘zx”£4x...x%x%xF(l/2)

pour n impair = 3, avec I (1/2) = V7.
.

La courbe ci-dessous est la courbe donnant la densité
de probabilité pour n = 3.
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2.3 Calculde p

On démontre que :

k=

r=(4)" ,1/"—2r—“a(/i,/2)[‘+ 2 (n+ D)(n ) k)]

Pour éviter d’étre limité a des valeurs de n trop
faibles, on utilisera les logarithmes pour calculer I' (n/2).

Posons Cy, = (n+2) (n+4) okt 2 k)
Ona s tm TR n+2k pour k = 2avecCl=nﬁ_2‘

A priori, on fera varier k de 1 a 1000, mais, en fait,
le programme sera arrété dés que Gy < 1072

Programme .

I8 IMPUT N

28 INFPUT R

I@ LET M=Ns2

&b IF M=INT M THEN GOTC 11O
REM CRLCUL DE L=LOG GRMMR

(N!E) POUR N IMPSIR

S8 LET L=(tLN PI) /2

68 IF MN=1 THEN GOTO 16&

780 FOR I=1 TO N-2 STER'2

88 LET L=L+LN I-LN 2

g@ NEXT I

18@ GOTO 1lo6@&

25 REM CRLCUL DE L LOG GARMMR

NMs2)Y POUR N PRI

@ LET L=0

@ IF N=2 THEN GOTO 169

13@ FOR I=1"7T0 M-I

1408 LET iy

158 NEXT I

185 ‘REM CR;CUL DE LR SOMME S

e e e

.
)
m
)
it

3@

=
03
]
n
~NOI2MOR

Yy
;
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Exemples :

Sin=4eta=5,p=0.712702 51
Sin =100 et a = 82, on obtient p = 0.095 325 @31

2.4 Calcul inverse

Soit p un nombre compris entre @ et 0.999 : pour
quelle valeur de a la probabilité d’avoir x < a est-elle
égalea p?

Programme :

AR IMNPUT N

28 INRPUT R

3@ IF F:2.899 THEN SOTO 338
48 LET H=0

S8 LET B=MN+83x59R (23N}

S8 REM CRLCUL DE LA PROBRBI-
LITE @ D KRUQIR X<=R

ae LET M=ir=2

78S JF = T M THEM
80 LET L=(LN PI) /s 2
8@ IF N=1 THEN GOTO 196
18 FOR I=1 TO N-2 STEP 2
118 LET L=L+LN I-LN 2
128 NEXT I
138 GOTO 195
i4@ LET L=09
158 IF N=2 THEN GOTO 198
16@ FOR I=1 7O M-1
179 LET L=L+LN T
188 NEXT I

T =T

"
"

B+H) 2

{

x

1

i 1 TO 1eee

238 LET C=CQCxA- (N+2xK;

248 LET 5=S+C

258 IF C<=1@x%-8 THEM GOTO 278
2868 NEXT K

27@ LET QO=S%EXP (M3LN (8- 2)-(8.-
21 -L-LN M}

275 REM NCOUUVELLE BOUCLE ......
-+ .0U EDITION

28@ IF ABS (F-8) <=1@z%-6& THEMN
GO0TO 322

29@ IF P<R THEN LET B=R

3@ IF P»>@ THEN LET H=A

31l GOTO 199

32@ PRINT INT (1@2@2x8) -1888

0}

é

ﬂ m
OXMmOD
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Ce programme est basé sur la remarque suivante : la
moyenne et I'écart-type de la distribution sont respecti-
vement n et V 2 n : on a donc pratiquement p = 1 pour
x> n+ 8y 2n Commep =0 pour a = 0, il suffit de
déterminer a par dichotomie entre et n + 8 V2 n.

Exemples :

Sin=10etp=0.5 ,onobtienta= 9.341
Sin=30etp=0.005, onobtient a = 13.786
Sin=3 etp=0.999, onobtienta = 16.265

3. Loi du ¢ de Student-Fischer

3.1 Définitions

Soit x une variable aléatoire. Si @ désigne un nombre
réel quelconque et n un entier = 1, la probabilité p
d’avoir x < a est donnée par :

r (n+l) :
1 2 a d
P= Yux I i } Yy Sagiadieigy
2

lorsque x est distribué selon une loi de Student-Fischer.
(n est le nombre des degrés de liberté).

113



- ¥

La courbe ci-dessous représente la densité de proba-
bilité pour n = 2

"
MLELR

|

<
]
]
|
()]
~
~
(U]

LRGN

3.3 Calcul de p

La distribution étant symétrique en x, on a :

r (n+l)
e ] 2 E 5 TR
RS D T pA (1 4 2= Hm120dy,
2

En posant x = y7tg u,
ilvient p = 0.5 + k fosa cos™! u du, avec :

I‘(n+l)

- e o .

¢—ArC1g V—FCt/x— \/? r ( n )
2

Si J,_, désigne Iintégrale J.f cos™ u du, on a,
par récurrence sur n :

.0 ~eh-2 1
Ja= Zj“— Iz + £08 n¢_><] S @ pour n = 3.

114



Programme :

78

LINIS, = SSL 00

e 2 e o i
DN DT e AT

n
)
=

=

I LADINANI AN

Rede D10 B2 Y (VE D B (RN o (1}
o 155 50 50 (1153 05 1 P S R T N R Y

DGR R S H T R AR DR TP
i P e D CO
L Db

i

Exemple :

Pour n

INFPUT N
INPUT A

LET M
=5

SI

COs =

ifSQR PI

T E=3GH

IF M<HINT H THEN GQTC

IF N=2 THEN GOTO 242
REM "1ER CAS:N EST FRIR"Y

LEl L
L=i. 05 GOMHA{

REM OF
ET GAHNA N+ 12}

282

STER 2

TOGEN
I- Cxx{I-213

2 ada+83x1(

EETAE

-
n
z
TH
o e 1D
4m@~$
b o
+
m
)
g

WAndnd
-~ xy
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FOR I=3 TO N STEP 2
J=i(I-2) 3 J+S3{(Cxx{I-22

dUN-1)

e A S

REM E

= 6eta = 3, onobtient p = 0.987 9959
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3.4 Probléme inverse

Si p est un nombre réel compris entre 0.0001 et
0.999 9, quelle est la valeur de a pour laquelle la proba-
bilité¢ d’avoir x < aest p ?

Programme :
2 PRINT “N=.,.:.%2"
2 INFPUT N
3 PRINT “"P=...7"
4 INPUT 2
S5 IF P(3.0091 OR P:E.939828 TRHE
N GOTO 3
5 CLS
7 IF N»=3 THEN LET G=-168:+58R
(N (N-27
8 IF N»=3 THEN LET H=~-G
g IF i=1 OR N=2 THEN LET

C=-10808
IF N=1 OR N=2 THEN LET H=-C
FOR K=1 TO 1099
= (H+GY 2
REM C8LCUL DE ©,PROBASBILITE
P RUGIR N8
S8 LET M=Nr2
49 LET F=RTN (RBS R 38R N)
58 LET S=SIN F
@ -LET €=C0S F
70 _LET-R=1.88E8 BI
SaBWLET E=SGN A
20 IF MCMINT M THEN GAOTO 268
1@ IF N=2 THEN GOTO 24
118 LET L=8
i2@ FOR I=1 TO M-1
1859 LET L=L+LN I
149 MNEXT 21
15@ LET R=G.5%LN PI
160 FOR I=1 TO N-1 STEP 2
179 LET R=R+LN I-itpM 2
18@ NEXT I
190 LET od=5
208 FOR I=4 TO N STEP =
210 LET J={((I-2) xJ+SE(Cx%(I-2}
3) ALXI=-31)
228 HNEXT I
230 GOTO 500
24090 LET Q@=0.5+ExS5-2

e
QA6
3
D
1

260 IF N=1 THEN GO0TO 488

270 LET L=0.5%LN PI

28@ _FOR I=1 TO N-2 STEP 2
= I-LN 2

3l@ LET R=0
320 FOR I=1 TO (N-1) 2
338 LET R=R+LN I
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410 GOTO

588 LET ©8=0.5+ExC*JXEXP (R-L}
618 REM ...ECITIGH OU NOUUELLE
BOUCLE

620 IF @ THEN LET H=R

63®@ IF 8<P THEN LET G=R

648 IF RBS (P-Q) <{18%%-6 THEM
GOTO 7eo

65@ NEXT K

788 PRINT SGN R*INT (8.5+1208%
RES R) Fle282

Ce programme est basé sur la remarque suivante : la
moyenne et I’écart-type de la distribution sont respecti-

vement@et |/ nﬁ 5 pour n = 3.

On a pratiquement p = @ pour x << — 100 \/72—2

etp =1 pour x > 100‘/71%.

Il suffit de calculer a par dichotomie entre ces deux
valeurs.

Sin=1ousin=2,oncalcule a entre — 10° et 105.
Exemples :
n=1 ,p=0.95 ,onobtienta = 6.314
n=2 ,p=0.995, onobtienta= 9.925
n=15,p =10.995, on obtient a = 2.947

16147



m:zpéxg' g«ﬁ;s?

ﬁﬁl&

M“' 3477

ﬂt ,
>
m 8-90@2) 2-93 gé

-z
T'g 2
*8VVLHE . B mm Hﬁg m s -

&l : alnzviie suprsme sl 1we and 1es SMMEIZ0T] 90
m snoe noitudittzib el sb sqyi-1esd’l is sanavom

£ = wwog r—-—r\i 19 8 tasmov
001 - > ;mﬂa 4 Insmoupiteig & 6O

\’09! <%rwoq !l =qis

mhm a1ins &m@hﬂmbmqn:a&uoiaabtmw. l!l
LIUSIEY
Q&b‘m m»almisaao L=nizvol nm&

- eslgenexd
Hga-amatmm WRB=q, I =n

2£@.Q = y 1asitdo no 29@@5(\ C=n
Te.L = o tnoitdo no 2000 = q, 2! =n

Y
f!l-m)



ANNEXES

1. Série de Taylor et développements limités

1.1

Soit f une fonction numérique définie et contindment
dérivable sur un intervalle I. Soit x, un nombre de cet
intervalle. Supposons qu’il existe des nombres ¢y, ¢1, €2,...,
Cy, ... tels que, pour x € I, on ait :

fx) = co+ i (X—Xo) + Ca(x—Xo)? + ... +CalX=Xo)"+ ... (1)

Peut-on déterminer la valeur de ces coefficients ¢y, ¢;,
€ ¢ ?
D0 s igs - siow.
Posons x = xy : on obtient ¢p = f(xy).
En dérivant terme a terme I’égalité (1), on obtient :

fix)= (2)
1+ 2c2(x=Xo) +3cs(x—Xo) + ...+ nCu(Xx=Xo)" + ...

d’ou, en faisant x = xo, ¢; = f(Xq).
En dérivant terme a terme I’égalité (2), on obtient :

f,(X) =2c,+ 6¢3 (X—Xo) + 12 ¢4 ()C—_xo)2 T
d’ou, en faisant x = xp: ¢ =f—(2x_0) :
En itérant le procédé, on obtient :

% = C3yenns f"%(i = Cpye--

On a donc, au voisinage de xo, le développement
suivant pour la fonction f:

fix) = fxo) + LB (x— xq) + LI e o2

)
.. ¥ L’g)f—"z (%2 53

dit développement en série de Taylor.
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Remarque :

Pour €tre acceptable comme démonstration, il reste i
prouver que la dérivation terme a terme est légitime.

1.2 Principaux développements limités

2 n
eX = | +1L!+%+...+’)1(~/+...pourtoutxeR.

2 4 2n

cos x = 1 —% +%—... + (- l)"(?fc—n)!+ ... pour tout x
3 5 2n+]

Simx = lx’_% +%—...+(—1)"(—22“_:1)!p0urtoutx

(I1+x)2=1+ %x+—“"‘2#)x2+...+

ala=1)..(a=p+1)
p!

XP +...pour|x | <1

2 3 4
Log (1 + x) =x—i2 +XT—L4+... )

(= 1)~ in"+ ..pour|x| <1

Arctgx =
Xj x5 ., x2n+1
x—T+—5~...+(—]) m-+...p0urlx|<l

2. Equations de quelques courbes classiques
2.1 Equations de la forme Y = flx)

e Cubique serpentine y = %‘xz (Huygens XVII¢).

1

COS X
e Courbe en cloche y = e*? (Gauss, XIX¢).
e Sinusoide amortie y = ¢2sin x.

120
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2.2 Courbes définies paramétriquement

Quartique piriforme (Wallis XVII¢) :

X = 2 cos’t, y = cos't sin t.

Hypocycloide a 4 pointes (Jean Bernouilli XVII¢) :
X = cos't, y = sin’t.

Hypocycloide a 3 pointes :
x=2cost+cos2t y=2sint-sin 2t
Trochoide : x =2¢-3sint,y =2 -3 cost.
Cycloide (Pascal XVII¢) :
X=t-sint,y=1-cost

Cercle: x =cost, y = sin t.

Ellipse : x = 2 cos 7, y = sin .

2.3 Courbes définies

3,

par des coordonnées polaires

Limagon de Pascal (XVII¢ Roberval) : r = 2 cosz + 1.
Cardioide (XVIII¢ Castillon) : r = 1 + cos 7.

Folium simple (XVII¢ Viviani) : r = cos’t.

Bifolium : r = cos? (cos t + 4sin 7).

Le scarabée (XIX¢, Laurent)" r =2 cos 2 7 — cos .
Rosace a 4 branches (XVIII) r = sin 2 ¢.

Spirale d’Archimede (I11¢ av. J-Ch)ir=q

Spirale de Galilée (Fermat XVII¢) : r = | — 0,013 .

Cochléoide (XIX¢) : r = Sir’l t

Courbeen 8 : r = sin t.
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Collection Micro-Systemes - ETSF P. GUEULLE

MAITRISEZ VOTRE ZX 81

Apres vous avoir fait partager son apprentissage du
Basic dans « Pilotez votre ZX 81 », Patrick Gueulle vous
propose de découvrir la programmation 16 K et la pro-
grammation en langage machine.

L'assembleur Z 80 permet, grdce aux fonctions PEEK,
POKE et USR, d'écrire des programmes extrémement ra-
pides, trés peu encombrants et ouvrant la porte a des
fonctions nouvelles telles que les interfaces auxquelles un
chapitre entier est consacré.

Principaux chapitres :

MAITR'SEZ B Programmation avec le module
16 K
3 B Explorez la mémoire de la machine

VOTRE ZXB1 M Les interfaces : introduction

au langage machine
H Initiation au langage machine

du ZX 81
B Du Basic au langage machine

M Jeu d’instructions machine
du ZX 81.

Un livre de 160 pages,
format 15 X 21 cm
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PROGRAMMES
POUR

ZX 81

POCHE - inf

Un livre de 128 pages,
format 11,7 X 16,5 cm

Quelques programmes :

B Aide a la programmation

B Conversion de température

B Conversion décimal en binaire
B Conversion binaire en décimal
B Calcul des intéréts

Edité par :
EDITIONS TECHNIQUES ET SCIENTIFIQUES FRANCAISES

50 PROGRAMMES
POUR ZX 81

Utiles ou divertissants, les pro-
grammes qui sont rassem-
blés dans cet ouvrage sont
originaux et utilisent au mieux
toutes les fonctions du
ZX 81. lls sont tous écrits
pour la version de base avec
mémoire RAM de 1K. Loin
d'étre limités, ils constituent
au contraire un exercice trés
profitable pour apprendre a ne
pas dépasser la place mé-
moire disponible.

Votre propre imagination et
quelques idées glanées dans
ces lignes vous permettront
de créer trés rapidement des
programmes personnels.

® Conjugaison

® Loto

| Billard

B Le champ de mines
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Collection Poche-Informatique P. GUEULLE

MONTAGES PERIPHERIQUES POUR ZX 81

Dans ce petit ouvrage, Pa-
trick Gueulle vous propose de
construire vous-méme des ac-
cessoires et périphériques choi-

MONTAGES sis pour leur utilité pratique.
pERIPHER'QUES Il vous donne également une

sélection de logiciels écrits en
POUR Basic et en langage machine
zx 81 qu'il vous suffira de frapper
au clavier pour doter le
ZX 81 de possibilités parfois
insoupconnées.

Un livre de 128 pages,
format 11,7 X 16,5 cm

POCHE - informatique 2

Quelques exemples :

B un clavier pas comme les autres

® un écran plus grand

M problémes d’enregistrement automatique

B lecture de cassettes empruntées ou préenregistrées
H alimentations pour toutes circonstances

B comment éviter les « trous de mémoire » du ZX 81
M une carte d’entrée-sortie par les prises cassette

H une horloge temps réel

M routine de remplissage d'écran

B sous-programme pour « bordures »

B conseils d'assemblage et de dépannage, etc.

Edité par :
EDITIONS TECHNIQUES ET SCIENTIFIQUES FRANCAISES

2 a 12, rue de Bellevue - 75940 PARIS CEDEX 19
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